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Introdution
Sur une variété riemannienne lisse ompate, (X, g), le spetre du laplaien est
disret. Il s'agit d'une suite de valeurs propres de multipliité nie tendant vers
+∞. Sa résolvante R0(z) := (∆− z)−1 est alors une famille méromorphe dans C,
d'opérateurs bornés sur L2(X) dont les ples sont les valeurs propres du laplaien
et leurs multipliités sont les rangs des résidus.
Si la variété n'est pas ompate, en général, du spetre essentiel apparaît,
omme par exemple pour l'espae eulidien R
n
ou enore l'espae hyperbolique réel
H
n
, où le spetre du laplaien est respetivement [0,+∞[ et [ (n−1)24 ,+∞[. Dans
es exemples on peut prolonger méromorphiquement les résolvantes modiées du
laplaien à travers le spetre essentiel. Pour l'espae eulidien, si la dimension est
impaire, R0(λ) := (∆ − λ2)−1 d'abord dénie sur {λ ∈ C ; Imλ > 0} admet,
pour tout N > 0, un prolongement holomorphe sur {λ ∈ C ; Imλ > −N} à
valeurs dans les opérateurs bornés sur des espaes L2 à poids (ave des poids
qui dépendent de N). Si la dimension est paire, on prolonge (∆ − e2λ)−1 de
{λ ∈ C ; 0 < Imλ < π} à {λ ∈ C ; | Im(eλ) |< N} de manière holomorphe
toujours dans des espaes L2 à poids. Pour l'espae hyperbolique, pour tout
N > 0, on prolonge R0(λ) := (∆ − λ(n − λ))−1 de {λ ∈ C ; Reλ > n−12 } à
{λ ∈ C ; Reλ > n−12 − N} dans des espaes L2 à poids. Le prolongement est
holomorphe si la dimension est impaire, et méromorphe si elle est paire ave −N
omme ensemble de ples. On appelle les ples du prolongement résonanes et on
note Res(∆) leur ensemble. Ce sont les valeurs spetrales disrètes qui remplaent
les valeurs propres du as ompat.
On onnaît d'autres exemples où on peut prolonger la résolvante modiée du
laplaien à travers le spetre essentiel de façon méromorphe ave des résidus de
rang ni (on dira méromorphe-nie). Le as des variétés asymptotiquement hyper-
boliques a été traité par Mazzeo et Melrose ([MM87℄) et omplété par Guillarmou
([Gui05a℄). On peut aussi iter les variétés à bouts asymptotiquement ylindriques
étudiées par Melrose ([Mel93℄).
On se plae désormais dans e adre en supposant que la résolvante modiée
du laplaien libre, R0(λ) = (∆ − f(λ))−1, admet un prolongement méromorphe-
ni sur un domaine de C, D+. Pour tout λ ∈ D+ dans un voisinage d'un ple λ0,
on a le développement de Laurent suivant :
R0(λ) =
p∑
i=1
(λ− λ0)−iSi +H(λ),
vii
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ave Si de rang ni et H holomorphe. On appelle multipliité de la résonane λ0
la dimension de l'image de S1 et p est l'ordre de λ0.
Si on perturbe le laplaien par un potentiel V et si V est susamment dérois-
sant à l'inni sur X, par exemple à support ompat, alors la résolvante modiée
de ∆+V , RV (λ) := (∆+V −f(λ))−1, admet aussi un prolongement méromorphe-
ni sur D+. On peut alors s'intéresser aux résonanes de l'opérateur ∆+ V dont
on note l'ensemble Res(∆ + V ).
Pour un tel V , susamment déroissant à l'inni, le spetre essentiel de ∆+V
est le même que elui de ∆ ar V est relativement ompat par rapport à ∆. On
peut alors se demander omment les résonanes, elles, sont modiées. On en arrive
à la question prinipale qui a dirigé mon travail de thèse :
Existe-t-il des potentiels V tels que Res(∆+V) = Res(∆) ?
On dira de es potentiels qu'ils sont isorésonants. On ne peut don pas déteter
leur présene par la seule observation de l'ensemble des résonanes.
On va onstruire de tels potentiels isorésonants et ils seront à valeurs om-
plexes. C'est une aratéristique importante ar, par exemple, on sait que dans
l'espae eulidien, R
n
, ave n ≥ 2 et pair ou n = 3, tout potentiel réel, non tri-
vial, lisse et à support ompat rée une innité de résonanes (f [SB99℄, [Mel95℄,
[SBZ95℄).
Je me suis inspiré du travail de Christiansen dans [Chr06℄ et [Chr08℄. Elle
onstruit dans R
n
(n ≥ 2) eulidien des potentiels omplexes isorésonants, 'est-
à-dire dans e as : Res(∆+V ) = Res(∆) = ∅. En fait elle se sert d'une ation de
S
1
sur R
n
. Même si dans ette thèse on ne travaillera que en dimension supérieure
ou égale à 2, on peut iter ii le travail antérieur de Gasymov [Gas80℄ qui, en
dimension 1, onstruit des potentiels omplexes isospetraux qui inspireront la
onstrution de Christiansen. Dans ette thèse, j'ai généralisé ette onstrution
de potentiels isorésonants à d'autres variétés possédant une ation isométrique de
S
1
, puis j'ai utilisé d'autres symétries omme (S1)m et SO(n). Sur es variétés le
laplaien libre a déjà des résonanes, il y a don plus de travail pour démontrer
l'isorésonane de es potentiels. En eet, dans l'espae eulidien, il sut de montrer
Res(∆ + V ) ⊂ Res(∆) ar Res(∆) = ∅.
Dérivons la méthode de onstrution de es potentiels et les résultats obtenus.
Supposons que (X, g) soit munie d'une ation isométrique de S1. Cette ation
induit une représentation unitaire de S
1
sur L2(X) :
S1 −→ U(L2(X))
eiθ −→ f → (x→ f(e−iθ.x)).
On peut alors déomposer L2(X) en omposantes isotypiques, 'est-à-dire
L2(X) =
⊥⊕
j∈Z
L2j (X),
viii
où, pour tout j ∈ Z,
L2j(X) := {f ∈ L2(X) ; ∀θ ∈ [0, 2π], pp− x ∈ X, f(e−iθ.x) = eijθf(x)},
est l'espae de symétrie des fontions S
1
homogènes de poids j (la notation pp−x ∈
X signie : pour presque tout x appartenant à X).
Les potentiels isorésonants sont alors onstruits omme des sommes de fon-
tions S
1
homogènes ave des poids de même signe. En eet, de telles fontions
réent un déalage sur les omposantes isotypiques de L2(X) : si V ∈ L∞(X) ∩
L2m(X) et f ∈ L2j(X) alors V f ∈ L2j+m(X). Alors que le laplaien, lui, stabi-
lise es omposantes isotypiques. Ce déalage nous permet de montrer l'inlusion
Res(∆ + V ) ⊂ Res(∆), d'abord pour V tronqué, puis on passe à V grâe à une
aratérisation des résonanes omme zéros d'un déterminant régularisé.
Au passage, on est amené à estimer, pour tout ompat K, le bas du spetre
du laplaien de Dirihlet déni sur les fontions S
1
homogènes de poids j à sup-
port dans K (on notera L2j(K)). Le résultat exposé dans le hapitre 2, qui semble
intéressant en lui-même, est le suivant :
Proposition 1 Soit K une variété ompate à bord, possédant une ation de
S
1
et munie d'une métrique g telle que S1 agit par isométries sur (K, g) et g peut
s'érire omme une métrique produit dans un voisinage du bord de K. Alors, il
existe des onstantes stritement positives, C1(K) et C2(K), telles que, pour tout
j ∈ Z, on a :
C1j
2 ≤ Min Spec ∆L2j (K) ≤ C2(1 + j
2).
Pour l'autre inlusion, Res(∆) ⊂ Res(∆+V ), j'ai utilisé la théorie des pertur-
bations des résonanes développée par Agmon dans [Agm98℄ et que je rappelle en
annexe. Elle permet de voir les résonanes omme des valeurs propres d'opérateurs
auxiliaires et d'utiliser la théorie de Kato pour étudier leurs perturbations.
On obtient nalement le résultat suivant que volontairement on n'énone pas
ii dans toute sa généralité :
Théorème 1 Sur l'espae eulidien R
n
ou l'espae hyperbolique H
n
, on onsidère
le potentiel
V =
M∑
m=1
Vm,
où les Vm ∈ L∞(X) sont à support ompat et S1 homogènes de poids m.
Alors, sur C, on a Res(∆ + V ) = Res(∆) et les multipliités oïnident.
Ce résultat se généralise à des variétés riemanniennes X qui possèdent une
ation isométrique de S
1
et telles que la résolvante modiée du laplaien libre
admet un prolongement méromorphe-ni sur un domaine D+. Il faut aussi qu'on
puisse inlure tout ompat de X dans un ompat K˜ qui vérie les hypothèses
de la proposition 1. On peut prendre pour V une somme innie de potentiels S1
homogènes ave des poids de même signe en utilisant des déterminants régularisés
ix
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dans des espaes de Shatten. On peut aussi prendre V non plus à support ompat
mais susamment déroissant à l'inni pour avoir le prolongement méromorphe-
ni de la résolvante de ∆ + V sur D+. On renvoie au théorème 4 du hapitre 3
pour l'énoné dans le as général.
Remarque 1 Au lieu de perturber le laplaien libre on peut perturber∆+V0 ave
V0 un potentiel invariant sous l'ation de S
1
. Le fait que V0 soit S
1
invariant assure
que, omme le laplaien, il respetera la déomposition de L2(X) en omposantes
isotypiques. En supposant de plus que V0 est réel et qu'il est à support ompat,
on peut obtenir que Res(∆+V0+V ) = Res(∆+V0). On peut imaginer perturber
d'autres opérateurs qui respetent la déomposition de L2(X) en omposantes
isotypiques.
La onstrution de potentiels isorésonants se servant d'une ation de (S1)m est
essentiellement la même que dans le as de S
1
. Par ontre, si on regarde l'ation
de SO(n) (n ≥ 3), omme e n'est pas un groupe ommutatif, on n'a pas de
desription simple des espaes de symétrie. On suppose alors qu'on peut érire
L2(X) =
⊕
k∈N
L2(R+)⊗Hk,
où Hk = Ker(∆Sn−1 − k(k + n − 2)), k ∈ N, est l'espae propre du laplaien
sur la sphère S
n−1
. Comme dans le as S
1
, on va onstruire des V qui induisent
un déalage dans ette déomposition de L2(X). Cette fois V est une somme de
veteurs de poids maximaux des représentations Hk de la omplexiation de l'al-
gèbre de Lie son. On s'est inspiré ii de la onstrution de potentiels isospetraux
par Guillemin et Uribe dans [GU83℄. La partiularité du as SO(n) est qu'on n'a
plus besoin de la proposition 1, e qui simplie notoirement la preuve du résultat
d'isorésonane. On détaille et ompare es trois onstrutions dans le hapitre 3.
Ces potentiels onservent l'ensemble des résonanes du laplaien libre et leur
multipliité, on peut se demander si, en ajoutant de l'information, on ne pourrait
pas les déteter. Sur ette voie, je montre que sur H
2
, il existe des potentiels parmi
la famille de potentiels isorésonants onstruits qui modient l'ordre des résonanes.
On rappelle que, sur H
2
, les résonanes du laplaien sont les entiers négatifs ou
nuls et que e sont des résonanes d'ordre 1. On prend omme modèle pour l'espae
hyperbolique R
+×S1 ave les oordonnées (r, θ) et la métrique g = dr2+sh(r)2dθ2,
alors on a
Proposition 2 Sur l'espae hyperbolique H
2
, pour tout k ∈ N\{0}, il existe un
potentiel V ∈ F := {Vm(r)eimθ;m ∈ Z \ {0}, Vm ∈ L∞c (R+)} (V est isorésonant
d'après le théorème 1) tel que −k est une résonane de ∆+V d'ordre stritement
plus grand que 1.
On peut don déteter es potentiels. Les relations entre potentiel et ordre des
résonanes restent pour moi une piste de reherhe.
Dans le hapitre 4, on onstruit des potentiels isorésonants sur la aténoïde.
La aténoïde est la surfae X diéomorphe au ylindre R × S1 et munie de la
x
métrique g = dr2 + (r2 + a2)dα2 ave (r, eiα) ∈ R × S1 et a ∈ R. Elle possède
bien sûr une ation de S
1
et on peut enore prolonger la résolvante du laplaien
libre à travers son spetre essentiel et don parler de résonanes. Par ontre, la
théorie des perturbations des résonanes d'Agmon ne s'applique plus. Je onstruis
quand même des potentiels isorésonants sur la aténoïde en utilisant la distorsion
analytique développée, dans e adre, par Wunsh et Zworski dans [WZ00℄. Elle
permet, omme la théorie d'Agmon, de ramener le problème des résonanes à un
problème de valeurs propres.
Dans le hapitre 5, on développe la théorie de la diusion sur des variétés
asymptotiquement hyperboliques ave des potentiels omplexes s'annulant à l'in-
ni. Il est naturel de s'intéresser à la théorie de la diusion ar les ples de l'opé-
rateur de diusion sont intimement liés aux ples de la résolvante (voir [BP02℄ et
[Gui05b℄). On note SV l'opérateur de diusion assoié à ∆ + V et on dénit la
multipliité d'un ple λ0 ∈ C \ 12Z de SV par
νV (λ0) := Tr
(
resλ0(SV (λ)
−1∂λSV (λ))
)
,
où resλ0 désigne le résidu en λ0. Alors on montre que nos potentiels isorésonants
V onstruits dans le reste de ette thèse vérient
Théorème 2 Pour tout λ ∈ C \ 12Z, on a
det(SV (λ)S0(λ)
−1) = 1 et νV (λ) = ν0(λ).
Don SV et S0 ont les mêmes ples ave les mêmes multipliités.
Pour onlure, dans la ontinuation de ette thèse, il faudrait approfondir le lien
entre mes potentiels et l'ordre des résonanes. Il serait aussi intéressant de herher
des potentiels isorésonants réels. De manière plus générale, je ne pense pas qu'on
ait exploité tout e que peut nous apprendre sur les résonanes la onnaissane de
symétries dans l'espae ambiant.
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Résonanes et symétries
1.1 Prolongements de résolvantes libres
1.1.1 Cadre général
On onsidère une variété riemannienne (X, g) onnexe, non ompate, de di-
mension n ≥ 2. Sur X, on s'intéresse au laplaien agissant sur les fontions qu'on
notera ∆. Il est déni en oordonnées par
∆ = − 1√
g
∑
i,j
∂i(
√
ggij∂j),
où
√
g =
√
det(gij) et (g
ij) est la matrie inverse de elle de la métrique : (gij). Il
s'agit d'un opérateur autoadjoint sur le domaine H2(X) et positif dont le spetre
est don inlus dans R
+
. Ainsi pour tout z ∈ C\R+, la résolvante du laplaien libre
(∆−z)−1 est un opérateur borné sur L2(X) à valeurs dansH2(X). Cette résolvante
est holomorphe sur C \R+. Dans toute la suite on supposera que, en modiant les
espaes de départ et d'arrivée, elle admet un prolongement méromorphe à travers
R
+
.
Dénissons d'abord e qu'on entend par méromorphe. Si U est un ouvert de C
et H un espae de Banah, alors une famille P (z), z ∈ U à valeurs dans H est dite
méromorphe si, pour tout z0 ∈ U , il existe un voisinage Vz0 de z0, un entier p > 0
et des (Si)i=1,...,p dansH tels que, pour tout z ∈ Vz0 \{z0}, on ait le développement
de Laurent suivant
P (z) =
p∑
i=1
Si(z − z0)−i +H(z),
où H est holomorphe sur Vz0 à valeurs dans H. En fait P est holomorphe sur
U \ S ave S l'ensemble disret des ples de P . Si H est l'espae des appliations
linéaires ontinues entre deux Banah B0, B1, qu'on note L(B0, B1), alors on dira
que P (z) est méromorphe-nie sur U si tous les Si sont de rang ni.
Il peut être utile de hanger le paramètre spetral pour dénir le prolongement
méromorphe. Plus préisement, on onsidère un revêtement f : Σ → Ω au dessus
1
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de Ω un ouvert de C, et un domaine non borné D ⊂ Σ tel que f(D) ⊂ C \ R+.
On onsidère alors R0(λ) := (∆− f(λ))−1 qui, dans un premier temps, est déni
et holomorphe sur D à valeurs dans L(L2(X)) := L(L2(X), L2(X)). Soient B0 et
B1 deux espaes de Banah tels que
B0
J0→֒ L2(X) J→֒ B1,
où J0 et J sont des injetions ontinues et J0(B0) est dense dans L
2(X) et
J(L2(X)) est dense dans B1. On note, pour λ ∈ D,
R˜0(λ) = JR0(λ)J0.
R˜0 est holomorphe dans D à valeurs dans L(B0, B1).
On va s'intéresser aux as où l'hypothèse suivante est vériée :
Hypothèse A : R˜0 a un prolongement méromorphe-ni sur un domaine D
+
de
Σ.
1.1.2 Exemples
Donnons quelques premiers exemples de prolongements de la résolvante du
laplaien libre qui nous intéresseront tout au long de ette thèse.
L'espae eulidien
On onsidère R
n
muni de la métrique eulidienne. Le spetre du laplaien est
R
+
et est essentiel. L'étude du prolongement dépend de la parité de la dimension
n.
• Si n est impair (n ≥ 3), alors on prend Σ = C et R0(λ) := (∆ − λ2)−1
est d'abord dénie sur D = {λ ∈ C ; Imλ > 0} à valeurs dans L(L2(Rn)).
Pour tout N > 0, elle admet un prolongement, en fait, holomorphe dans
D+N = {λ ∈ C ; |Imλ |< N} à valeurs dans L(e−N<z>L2(Rn), eN<z>L2(Rn))
où z ∈ Rn et <z>= (1+ |z |2) 12 . (f [Mel95℄ et [SBZ95℄)
• Si n est pair, alors on prend pour Σ le revêtement logarithmique de C \ {0},
et R0(λ) := (∆ − e2λ)−1. Elle est d'abord dénie dans D = {λ ∈ C ; 0 <
Imλ < π} à valeurs dans L(L2(Rn)). Pour tout N > 0, elle admet un
prolongement holomorphe sur D+N = {λ ∈ C ; |Im(eλ) |< N} à valeurs dans
L(e−N<z>L2(Rn), eN<z>L2(Rn)). (f [Mel95℄)
Variétés asymptotiquement hyperboliques
Soit X = X ∪ ∂X une variété ompate lisse à bord de dimension n et ρ0 une
fontion dénissant son bord, 'est-à-dire une fontion lisse sur X vériant
ρ0 ≥ 0, ∂X = {m ∈ X ; ρ0(m) = 0}, dρ0 |∂X 6= 0.
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On dit qu'une métrique g sur X est asymptotiquement hyperbolique si ρ20g se
prolonge en une métrique lisse sur X et si | dρ0 |ρ20g= 1 sur ∂X. Cette dernière
ondition assure que la ourbure setionnelle de g onverge vers −1 au bord et
elle implique qu'il existe une fontion ρ dénissant le bord, un voisinage ollier du
bord assoié à ρ, Uρ := [0, ǫ)×∂X , et une famille lisse h(ρ), ρ ∈ [0, ǫ) de métriques
sur ∂X tels que
g =
dρ2 + h(ρ)
ρ2
sur Uρ. (1.1)
Par exemple, l'espae hyperbolique réel H
n
et ses quotients par des groupes onvexes
o-ompats sont asymptotiquement hyperboliques.
Sur une variété asymptotiquement hyperbolique, le spetre du laplaien agis-
sant sur les fontions est onstitué du spetre essentiel σess(∆) = [
(n−1)2
4 ,+∞) et
d'un nombre ni de valeurs propres formant le spetre disret σd(∆) ⊂ (0, (n−1)
2
4 ).
En prenant Σ = C et, omme nouveau paramètre spetral λ(n−1−λ), la résolvante
du laplaien libre R0(λ) := (∆−λ(n− 1−λ))−1 est une famille méromorphe-nie
sur D = {λ ∈ C ; Re(λ) > n−12 } à valeurs dans L(L2(X)) ave des ples aux λ
tels que λ(n − 1− λ) ∈ σd(∆).
Mazzeo et Melrose ([MM87℄) puis Guillarmou ([Gui05a℄) ont montré que R0 a
un prolongement méromorphe-ni dans C\(n2 −N). Elle admet même un prolonge-
ment méromorphe-ni dans C tout entier si et seulement si la métrique g est paire.
La métrique g est dite paire si la famille h(ρ) dénie en (1.1) a un développement
de Taylor en ρ = 0 qui ne ontient que des puissanes paires de ρ (ette notion
ne dépend pas du hoix de ρ). Plus préisement, pour tout N ≥ 0, R0(λ) a un
prolongement méromorphe-ni sur D+N = {λ ∈ C ; Re(λ) > n−12 − N} si g est
paire, et sur D+N \ (n2 − N) sinon, à valeurs dans L(ρNL2(X), ρ−NL2(X)).
Variétés à bouts asymptotiquement ylindriques
Soit, omme dans l'exemple préédent, X = X∪∂X une variété ompate lisse
à bord de dimension n. On dit qu'une métrique g sur X est à bouts asymptoti-
quement ylindriques s'il existe une fontion ρ dénissant le bord, un voisinage
ollier du bord assoié à ρ, Uρ := [0, ǫ)×∂X , et une famille lisse h(ρ), ρ ∈ [0, ǫ) de
métriques sur ∂X tels que
g =
dρ2
ρ2
+ h(ρ) sur Uρ. (1.2)
Melrose appelle e type de métrique une "exat b-metri" ([Mel93℄, [Mel95℄). Soit
∆∂X le laplaien sur la variété ompate sans bord ∂X et 0 = σ
2
1 < σ
2
2 < . . . son
spetre de valeurs propres sans multipliité. On peut alors dérire le spetre du la-
plaien sur X, ∆. Pour tout j > 0, [σj , σj+1) est du spetre ontinu de multipliité
la somme des multipliités de {σ1, . . . , σj} en tant que valeurs propres de ∆∂X et
il peut éventuellement ontenir des valeurs propres plongées de multipliité nie.
Melrose, dans [Mel93℄, prolonge la résolvante du laplaien libre sur la sur-
fae de Riemann Σ qui est telle que toutes les fontions rj(λ) := (λ − σ2j )
1
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y soient holomorphes. Cette surfae est ramiée aux points λ = σ2j . R0(λ) =
(∆− λ)−1 est d'abord dénie sur D = {λ ∈ Σ ; ∀ j Im(rj(λ)) > 0} à valeurs dans
L(L2(X), L2(X)) et, pour tout N ≥ 0, elle a un prolongement méromorphe-ni
sur un domaine D+N à valeurs dans L(ρNL2(X), ρ−NL2(X)).
1.1.3 Cadre ommun
Dans le but de traiter tous es exemples ave une unique notation, on reformule
l'hypothèse A. Pour N > 0 et ρ une fontion dénissant le bord de notre variété
X, sauf dans le as eulidien où on prend ρ(z) = e−<z>, on pose
Hypothèse AN,ρ : R˜0 a un prolongement méromorphe-ni sur un domaine non
borné D+N de Σ à valeurs dans L(ρNL2(X), ρ−NL2(X)).
Remarque 2 Pour que l'hypothèse soit pertinente il faut que f(D+N ) intersete
le spetre essentiel de ∆.
Remarque 3 Dans les exemples, la taille de D+N est roissante relativement à N .
Remarque 4 On traitera un autre exemple de variété sur laquelle on a un pro-
longement méromorphe-ni de la résolvante du laplaien libre : la aténoïde. Mais
ne rentrant pas dans e adre général, on lui aordera un hapitre à part.
1.2 Prolongements de résolvantes ave potentiels
On veut ajouter un potentiel V , a priori omplexe, au laplaien en ayant aussi
un prolongement de la résolvante (∆+V −z)−1. On introduit don une hypothèse
sur V pour que, R0 ait un prolongement méromorphe-ni sur D
+
N , et que (∆ +
V − z)−1, après hangement de paramètre spetral, ait aussi un prolongement
méromorphe-ni sur D+N .
Hypothèse BN,ρ : R˜V (λ) := J(∆ + V − f(λ))−1J0 admet un prolongement
méromorphe-ni sur D+N à valeurs dans L(ρNL2(X), ρ−NL2(X)) et ρ−2NV est
borné sur X.
L'hypothèse ρ−2NV borné est là pour nous permettre d'appliquer la théorie
des perturbations d'Agmon (voir l'annexe), et elle peut sure à prolonger R˜tV sur
tout ompat de D+N pour t ∈ C assez prohe de 0 :
Proposition 3 Si l'hypothèse AN,ρ est réalisée sur un domaine D
+
N et si ρ
−2NV
est borné sur X, alors, pour tout domaine ompat D˜+N inlus dans D
+
N , il existe
Ω0, un voisinage de 0 dans C, tel que, pour tout t ∈ Ω0, R˜tV (λ) := J(∆ +
tV − f(λ))−1J0 admet un prolongement méromorphe-ni sur D˜+N à valeurs dans
L(ρNL2(X), ρ−NL2(X)).
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Remarque 5 Alors, ave tV, t ∈ Ω0, les hypothèses AN,ρ et BN,ρ sont toutes les
deux vériées sur D˜+N .
Preuve : on fait appel à la théorie des perturbations d'Agmon ([Agm98℄) dont on
rappelle les résultats dans l'annexe. On onsidère don, pour t ∈ C, la famille des
perturbations du laplaien
P(t) = ∆+ tV.
Avant de pouvoir appliquer la théorie d'Agmon il faut en vérier toutes les hypo-
thèses (f hypothèses (α), (β), (γ), (δ) de l'annexe) e qui est fait dans la dernière
partie de l'annexe ave B0 = ρ
NL2(X) et B1 = ρ
−NL2(X). Le fait que ρ−2NV
soit borné sur X sert notamment à vérier l'hypothèse (δ) qui assure que la famille
{P(t)}t∈C est holomorphe de type A au sens de Kato.
On onsidère alors un domaine ompat D˜+N inlus dans D
+
N . Agmon se ramène
alors à la théorie des perturbations des valeurs propres de Kato à l'intérieur de
D˜+N , ([Kat66℄), pour prolonger R˜tV (λ) de manière méromorphe-nie pour λ ∈ D˜+N
et t dans un voisinage Ω0 de 0 dans C. C'est exatement la proposition 12 de
l'annexe. 
On peut en dire un peu plus dans les deux premiers exemples ités préédem-
ment :
• Dans l'espae eulidien, si V est un potentiel à déroissane super-exponentielle,
'est-à-dire que, pour tout M , il existe une onstante CM telle que |V (x) |≤
CMe
−M |x|
, alors les hypothèses AN,ρ et BN,ρ sont toutes les deux vériées sur
D+N = {λ ∈ C ; |Imλ |< N} (respetivement D+N = {λ ∈ C ; |Im(eλ) |< N}
si la dimension est paire) et e pour tout N .
• Dans les espaes asymptotiquement hyperboliques, si V est lisse sur X et
s'annule à tous les ordres en ρ au voisinage du bord alors AN,ρ et BN,ρ sont
toutes les deux vériées sur D+N = {λ ∈ C ; Re(λ) > n−12 − N} (en tant
n
2 − N si la métrique n'est pas paire) et e pour tout N .
1.3 Résonanes et potentiels isorésonants
Supposons que l'hypothèse AN,ρ soit vériée. Alors R˜0 a un prolongement
méromorphe-ni sur un domaine D+N de Σ. Si λ0 ∈ D+N est un ple de R˜0, alors
on rappelle que, pour tout λ dans un voisinage de λ0, on a le développement de
Laurent suivant
R˜0(λ) =
p∑
i=1
(λ− λ0)−iSi +H(λ),
ave Si ∈ L(ρNL2(X), ρ−NL2(X)) de rang ni et H est holomorphe à valeurs dans
L(ρNL2(X), ρ−NL2(X)).
Définition 1 On appelle résonanes du laplaien dans D+N les ples du pro-
longement de R˜0 dans D
+
N et on note Res(∆) l'ensemble de es ples. Dans le
5
Résonanes et symétries
développement de Laurent orrespondant au voisinage de λ0 ∈ Res(∆), ave les
notations préédentes, p est l'ordre de λ0, l'espae résonant est l'image de S1
et sa dimension est la multipliité de λ0.
Remarque 6 Agmon a montré dans [Agm98℄ que les notions de résonanes,
d'ordre et de multipliité ne dépendent pas de la fontion ρ hoisie.
Si l'hypothèse BN,ρ est aussi vériée dans D
+
N pour un ertain potentiel V on
peut alors dénir de la même façon les résonanes de ∆+V omme étant les ples
de R˜V dans D
+
N et on note Res(∆ + V ) leur ensemble. On dénit aussi l'ordre et
la multipliité d'une telle résonane.
Définition 2 On dit qu'un potentiel V tel que les hypothèses AN,ρ et BN,ρ
soient vériées sur D+N est isorésonant si Res(∆+ V ) = Res(∆) sur D
+
N et si les
multipliités sont les mêmes.
1.4 Représentations et espaes de symétrie
Pour onstruire des potentiels isorésonants on va utiliser ertaines symétries.
Ces symétries sont dérites par des groupes et par les représentations linéaires
induites. On ommene par rappeler un peu de voabulaire des représentations et
quelques résultats qui nous seront utiles par la suite.
Soit G un groupe topologique ompat. Une représentation µ de G sur un
espae vetoriel E est la donnée d'un morphisme de groupe de G dans GL(E). La
représentation est dite nie siE est de dimension nie et on appelle degré de µ ette
dimension. Si E est muni d'une struture d'espae de Hilbert, la représentation µ
est dite unitaire si elle est à valeurs dans les opérateurs unitaires de E. Enn, elle
est dite fortement ontinue si pour tout x dans E l'appliation g → µ(g)(x) est
ontinue.
• Un sous espae vetoriel F de E est dit invariant par µ si
∀g ∈ G, µ(g)F ⊂ F.
Une représentation est dite irrédutible si les seuls sous-espaes invariants
fermés sont {0} et E.
• Deux représentations (µ1, E1) et (µ2, E2) sont isomorphes s'il existe γ iso-
morphisme linéaire de E1 dans E2 tel que γ ◦ µ1 = µ2 ◦ γ.
• A toute représentation nie µ on assoie un aratère χµ : G → C déni
par
χµ(g) = Tr(µ(g)), ∀g ∈ G.
Deux représentations nies sont isomorphes si et seulement si elles ont le
même aratère. De plus toute représentation nie se déompose en une
somme direte nie de représentations irrédutibles ave éventuellement des
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répétitions ([Ser71℄). D'où l'importane de l'ensemble des aratères des re-
présentations nies irrédutibles de G qu'on notera Ĝ. Comme G est om-
pat, Ĝ est dénombrable ([Sim96℄) et on peut don parler de la suite (χn)n∈N
des aratères irrédutibles de G. On notera dχ le degré de la représentation
irrédutible orrespondant au aratère χ.
G est muni de sa mesure de Haar qu'on note dg. Une fontion f surG est dite
entrale si elle est onstante presque partout sur les lasses de onjugaison
'est-à-dire
∀h ∈ G, pp− g ∈ G, f(hgh−1) = f(g).
On note L2♯ (G) l'ensemble des fontions entrales de L
2(G). Alors on a :
(χn)n∈N est une base hilbertienne de L
2
♯ (G),
'est une onséquene du théorème de Peter-Weyl ; on renvoie à [Sim96℄
p.158.
• On a aussi, dans [Sim96℄ p.162, une preuve de
Proposition 4 SoitH un espae de Hilbert séparable. Soit µ : G→ L(H)
une appliation fortement ontinue de G dans les opérateurs unitaires de H.
Alors H = ∞⊕
i=1
Hi (somme hilbertienne) où les Hi sont des représentations
irrédutibles nies de G.
Chaun des Hi orrespond à un aratère. On regroupe alors tous les Hi
orrespondant au même aratère χ (il peut y en avoir une innité) pour
former le sous-espae de symétrie Hχ.
Soit X notre variété riemannienne de dimension n, non ompate, on suppose
qu'elle admet une ation ontinue et isométrique d'un groupe ompat G. On note
g.x, g ∈ G, x ∈ X, ette ation. On s'intéresse alors plus partiulièrement à la
représentation µ de G sur L2(X) donnée par
(µ(g)f)(x) := f(g−1.x), ∀f ∈ L2(X), ∀x ∈ X.
S'il n'y a pas d'ambiguïté, on notera g.f au lieu de µ(g)f .
Proposition 5 La représentation µ de G sur L2(X) préédente est unitaire et
fortement ontinue.
Preuve : soit g ∈ G, µ(g) est un isomorphisme de L2(X) ave (µ(g))−1 = µ(g−1).
µ(g) est une isométrie ar G agit par isométries sur X. Par densité des fontions
ontinues à support ompat dans L2(X), pour montrer que µ est fortement onti-
nue, il sut de vérier que, si f ∈ C∞comp(X), alors µ(g)f tend vers f quand g
tend vers l'unité de G. Or
‖µ(g)f − f ‖2L2(X)=
∫
X
|f(g−1.x)− f(x) |2 dx,
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et l'ensemble K := {g.x ; x ∈ supp(f), g ∈ G} est ompat. Don en utilisant
|f(g−1.x)− f(x) |2≤ 4 ‖f ‖2∞ 1K , on a le résultat par onvergene dominée. 
On peut don appliquer la proposition 4 à ette représentation et déomposer
L2(X) selon les sous-espaes de symétrie orrespondant à ette ation de G sur
X.
Proposition 6 Soit G un groupe ompat agissant sur X par isométries. Alors
L2(X) =
⊥⊕
χ∈Ĝ
L2χ(X) (somme hilbertienne).
La restrition de µ à L2χ(X) est une somme, éventuellement innie, de représen-
tations irrédutibles nies de même aratère χ.
De plus les projeteurs orthogonaux Pχ de L
2(X) sur L2χ(X) orrespondant à ette
déomposition sont donnés par
Pχ = d
−1
χ
∫
G
χ(g)µ(g)dg.
On dit qu'on a déomposé (µ,L2(X)) en omposantes isotypiques.
Si G est un groupe ommutatif, ses représentations irrédutibles sont de degré
1 ([Ser71℄). Dans e as, on peut dérire plus expliitement les espaes de symétrie.
Proposition 7 Soit χ un aratère de G de degré 1. Alors
L2χ(X) = {f ∈ L2(X) ; ∀g ∈ G, pp− x ∈ X, f(g−1.x) = χ(g)f(x)}.
Preuve : pour obtenir l'inlusion "⊃" il sut de remarquer que ∫G |χ(g) |2 dg = 1
lorsque χ est le aratère d'une représentation irrédutible et on a don Pχf = f .
Ensuite, si Pχf = f , alors pp − x ∈ X, f(x) =
∫
G χ(g)f(g
−1.x)dg. Don, pour
g0 ∈ G et pour presque tout x ∈ X, on a
f(g−10 .x) =
∫
G
χ(g)f((g0g)
−1.x)dg =
∫
G
χ(g−10 g)f(g
−1.x)dg.
De plus, omme χ est de degré 1, il est multipliatif et on a aussi χ(g−10 ) = χ(g0).
D'où
f(g−10 .x) = χ(g0)f(x). 
Comme l'ation de G est supposée isométrique, le laplaien respete ette
déomposition de L2(X) en omposantes isotypiques.
Lemme 1 Soit X une variété riemannienne sur laquelle agit de manière isomé-
trique un groupe ompat G. Alors, pour tout χ ∈ Ĝ,
∆ : L2χ(X) ∩H2(X)→ L2χ(X).
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Preuve : Soit f ∈ L2χ(X) ∩H2(X), alors, omme l'ation de G est isométrique on
a ∆(µ(g)f) = µ(g)(∆f) pour tout g ∈ G. On a don
Pχ(∆f) = d
−1
χ
∫
G
χ(g)µ(g)(∆f)dg = d−1χ
∫
G
χ(g)∆(µ(g)f)dg
= ∆(d−1χ
∫
G
χ(g)µ(g)fdg) = ∆f. 
1.5 Ations de S1 et de (S1)m
Les premiers exemples de symétries qui nous intéressent sont les symétries
irulaires. On suppose que X admet une ation isométrique de S1. Commençons
par déterminer les aratères de S
1
.
Lemme 2 La suite des aratères irrédutibles de S
1
est donnée par (χj)j∈Z ave
χj(θ) = e
ijθ, θ ∈ [0, 2π].
Preuve : Pour tout j ∈ Z, µj : θ → (z → eijθz) est une représentation de degré
1 sur C et don irrédutible. Or, L2♯ (S
1) = L2(S1), et omme (eijθ)j∈Z forme une
base hilbertienne de L2(S1), on a tous les aratères de S1. 
On peut appliquer les propositions 6 et 7 qui déomposent L2(X) en ompo-
santes isotypiques. On a
L2(X) =
⊥⊕
j∈Z
L2j (X),
ave, pour tout j ∈ Z,
L2j(X) = {f ∈ L2(X) ; ∀θ ∈ [0, 2π], pp− x ∈ X, f(e−iθ.x) = eijθf(x)},
et les projeteurs assoiés
Pjf (x) =
1
2π
∫ 2π
0
e−ijθf(e−iθ.x)dθ.
On dira aussi qu'une fontion f est S1 homogène de poids j si elle vérie juste :
∀θ ∈ [0, 2π], pp− x ∈ X, f(e−iθ.x) = eijθf(x),
sans être forément L2.
La onstrution de mes potentiels isorésonants est basée sur l'idée très simple
suivante,
Lemme 3 S'il existe m ∈ Z tel que V ∈ L∞(X) soit S1 homogène de poids m,
alors pour tout j ∈ Z, V : L2j (X)→ L2j+m(X) en tant qu'opérateur de multiplia-
tion.
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Preuve : soit f ∈ L2j (X), alors pour tout x ∈ X et pour tout θ ∈ [0, 2π],
(eiθ.V f)(x) = V (e−iθ.x)f(e−iθ.x) = eimθV (x)eijθf(x) = ei(j+m)θ(V f)(x),
don V f ∈ L2j+m(X). 
Un V S1 homogène de poids m ave m 6= 0, opère don un déalage parmi les
omposantes isotypiques de L2(X) alors que le laplaien lui les stabilise d'après le
lemme 1. Si on imagine l'opérateur ∆+V omme une matrie innie déomposée
par blos selon les omposantes isotypiques, on voit alors que la ontribution de V
se fait uniquement sur une surdiagonale strite et ne modiera pas le spetre du
laplaien libre. C'est l'idée qu'on suivra pour onstruire nos potentiels isorésonants.
Dans la suite, on omparera les potentiels isorésonants trouvés en utilisant une
ation de S
1
ave eux onstruits grâe à une ation de (S1)m. Pour ela, préisons
les hoses onernant les représentations de (S1)m. On note quand il n'y a pas
d'ambiguité k = (k1, . . . , km) ∈ Zm.
Lemme 4 Les aratères irrédutibles de (S1)m sont donnés par (χk)(k)∈Zm ave
χk1,...,km(θ1, . . . , θm) = e
ik1θ1 . . . eikmθm , (θ1, . . . , θm) ∈ [0, 2π]m.
Les sous-espaes de symétrie de L2(X) orrespondant sont, pour k ∈ Zm, les
L2k(X) = {f ∈ L2(X) ; ∀(θ1, . . . , θm) ∈ [0, 2π]m, pp− x ∈ X,
f((e−iθ1 , . . . , e−iθm).x) = eik1θ1 . . . eikmθmf(x)}.
On dira que f est (S1)m homogène de poids (k1, . . . ,km) si elle vérie :
∀(θ1, . . . , θm) ∈ [0, 2π]m, pp−x ∈ X, f((e−iθ1 , . . . , e−iθm).x) = eik1θ1 . . . eikmθmf(x).
Si V ∈ L∞(X) est (S1)m homogène de poids p := (p1, . . . , pm), alors il induit par
multipliation le déalage suivant
V : L2k(X)→ L2k+p(X).
Preuve : il sut d'utiliser les mêmes arguments que dans le as de S
1
.
1.6 Ations de SO(n)
1.6.1 Hypothèse supplémentaire pour l'ation de SO(n)
Cette fois on onsidère une ation isométrique de SO(n) sur notre variété
riemannienne X de dimension n ≥ 3. Comme SO(n) n'est pas ommutatif et
qu'il a des représentations irrédutibles de degré stritement supérieur à 1, on ne
peut pas appliquer la proposition 7 et avoir une desription simple des espaes de
symétrie. On ajoute une hypothèse pour pouvoir se servir d'un déalage an de
onstruire des potentiels isorésonants.
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Hypothèse C : l'ation isométrique de SO(n) sur (X, g) admet un point xe
O tel qu'en e point les oordonnées polaires dénissent un diéomorphisme de
X \ {O} sur R+ \ {0} × Sn−1.
Une onséquene de ette hypothèse est que, dans es oordonnées polaires, la
métrique g prend la forme
dr2 + f(r)dω2, (r, ω) ∈ R+ × Sn−1,
où dω2 est la métrique sur Sn−1 issue de la métrique eulidienne à ourbure
onstante +1 sur Rn. Si, par exemple, f(r) = r2 alors on retrouve l'espae eu-
lidien. Si f(r) = sh(r)2, on a l'espae hyperbolique. Si f est indépendante de r en
dehors d'un ompat, alors on a une variété à bouts ylindriques de setion S
n−1
.
Si l'hypothèse C est vériée, alors on a
L2(X) =
⊕
k∈N
L2(R+)⊗Hk,
où les Hk := Ker (∆Sn−1 − k(k + n − 2)), k ∈ N, sont les espaes propres du
laplaien sur la sphère S
n−1
. On appelle souvent es fontions propres de ∆Sn−1
les harmoniques sphériques.
On remarque que la représentation µ de SO(n) sur L2(X) ≃ L2(R+)⊗L2(Sn−1)
n'agit en fait que sur L2(Sn−1) 'est-à-dire que sur les Hk. De plus la restrition
de µ à haque Hk est en fait irrédutible (f [BGM71℄). Le déalage dont on se
servira pour nos potentiels isorésonants se fera sur es harmoniques sphériques.
Remarque 7 Pour n = 3 les aratères des représentations irrédutibles de SO(3)
sont les
χk(θ) =
k∑
j=−k
eijθ =
sin(k + 12)θ
sin(θ2)
, θ ∈ [0, 2π], k ∈ N,
où on note χk(θ) à la plae de χk(Rθ) ave Rθ =

cos θ − sin θ 0sin θ cos θ 0
0 0 1

 . On a aussi
dχk = 2k + 1 ([Sim96℄ p.205). On peut alors vérier, en utilisant l'uniité de la
déomposition en omposantes isotypiques (proposition 6), que, pour tout k ∈ N,
L2χk = L
2(R+)⊗Hk.
1.6.2 Représentations de l'algèbre de Lie son
SO(n) agit sur L2(X) via l'ation µ dénie préédemment et don, en ompo-
sant ave l'exponentielle, son algèbre de Lie son agit aussi sur L
2(X). Cette ation
est dénie par les opérateurs de diérentiation suivant
Dξf(x) :=
d
dt
f(e−tξ.x)|t=0, ξ ∈ son, f ∈ H1(X), x ∈ X.
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En fait, on onsidérera la omplexiation de son, so
C
n := son + ison, qu'on
notera g dans la suite pour simplier l'ériture. Prenons alors une sous-algèbre
de Cartan h de g, 'est-à-dire une sous-algèbre abélienne maximale de g. On
dérit h omme sous-algèbre de gl(Cn) l'algèbre de Lie du groupe linéaire. Pour
une matrie A = (aij) de taille 2p × 2p, on dénit Bkℓ(A), 1 ≤ k, ℓ ≤ p, omme
étant le blo de taille 2× 2 extrait de A suivant
Bkℓ(A) :=
(
a2k−1,2ℓ−1 a2k−1,2ℓ
a2k,2ℓ−1 a2k,2ℓ
)
.
h est l'algèbre de Lie dont une base est (ζk)1≤k≤p ave p la partie entière de
n
2
et Bkk(ζk) =
(
0 i
−i 0
)
et tous les autres blos 2 × 2 sont nuls (pour n impair la
dernière ligne et la dernière olonne de tous les ζk sont nulles). On note (ωk) la
base duale de (ζk) dans h
∗
.
On rappelle que g agit sur elle même par la représentation adjointe dénie par
ad(X) : Y → [X,Y ], (X,Y ) ∈ g2.
On onsidère le produit salaire de Killing suivant,
〈X,Y 〉 = Tr(ad(X) ◦ ad(Y )), (X,Y ) ∈ g2
où la onjugaison est dénie par Z + iW = −Z + iW ave Z et W réels. Ainsi,
pour tout X,Y ∈ g, [X,Y ] = −[X,Y ]. On remarque alors que, pour tout ξ ∈ h, on
a ξ = ξ et don ad(ξ) est auto-adjoint. (f [Sim96℄ p.177) Alors les {ad(ξ) ; ξ ∈ h}
sont des opérateurs auto-adjoints sur g qui ommutent entre eux. On peut don
les diagonaliser simultanément et déomposer g selon les espaes propres.
On a don g = h ⊕⊕ gα où la somme se fait sur un ensemble ni de α ∈ h∗
qui sont les raines de g et gα := {X ∈ g ; ad(ξ)(X) = α(ξ)X, ∀ξ ∈ h} sont
les sous-espaes de raines (ils sont tous de dimension 1 f [Sim96℄ p.180).
Soit Λ ⊂ h∗ le réseau entier engendré par les raines. Sur Λ on se donne un
ordre lexiographique "" en faisant le hoix ω1  . . .  ωp. On appelle alors
g+ :=
⊕
α≻0
gα (respetivement g− :=
⊕
α≺0
gα) la sous-algèbre de g engendrée par les
sous-espaes de raines positives (respetivement négatives). On a g = h⊕g+⊕g−.
On renvoie à [Sim96℄, hapitre VIII, pour une théorie générale et à la setion
suivante pour le alul expliite de es sous-espaes de raines.
Revenons à nos espaes propres du laplaien sur la sphère, Hk, qui sont des
représentations irrédutibles de g. Ils se déomposent sous l'ation de h :
Hk =
⊕
ωkminωω
k
max
Hkω,
où les ω qui parourent un sous-ensemble ni de h∗ sont les poids de Hk. En fait
es poids sont tous ongruents modulo Λ (voir [FH91℄ p.199) don on peut bien les
ordonner ave "". Les sous-espaes de poids orrespondant, Hkω, sont dénis
par Hkω = {f ∈ Hk;Dξf = ω(ξ)f, ∀ξ ∈ h}.
On aura besoin du lemme suivant :
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Lemme 5 Si f ∈ Hkω et si ξ ∈ gα, alors Dξf ∈ Hkω+α.
Preuve : pour tout ζ ∈ h, on a
Dζ(Dξf) = Dξ(Dζf) +D[ζ,ξ]f.
Or [ζ, ξ] = ad(ζ)(ξ) = α(ζ)ξ ar ξ ∈ gα, et Dζf = ω(ζ)f par dénition de Hkω.
Don
Dζ(Dξf) = ω(ζ)Dξf + α(ζ)Dξf = (ω + α)(ζ)(Dξf). 
La déomposition préédente de Hk fait apparaître des veteurs partiuliers
qui vont nous servir de support pour le déalage néessaire à la onstrution de
nos potentiels isorésonants ; e sont les veteurs de poids maximal dénis par
Définition 3 Un veteur non nul f ∈ Hk est un veteur de poids maximal
si 'est un veteur propre de tous les Dξ, ξ ∈ h, et s'il est dans le noyau de tous
les Dξ, ξ ∈ g+.
En fait, omme g = soCn est semi-simple et que H
k
en est une représentation
irrédutible, on sait (voir par exemple dans [FH91℄ p.202) qu'il y a uniité, à
salaire près, d'un tel veteur de poids maximal et qu'il engendre Hk
ωkmax
qui est
de dimension 1 ; on le note vk
max
.
Dans la setion suivante on alule expliitement le veteur de poids maximal
de Hk. Mais avant, établissons le lemme suivant qui aratérise Hk
ωkmax
.
Lemme 6
Hkωkmax
= Hk ∩ ( ⋂
ξ∈g+
KerDξ
)
.
Preuve : l'inlusion Hk
ωkmax
⊂ Hk ∩ ( ⋂
ξ∈g+
KerDξ
)
résulte de la dénition d'un ve-
teur de poids maximal. Soit u ∈ Hk∩( ⋂
ξ∈g+
KerDξ
)
, alors u ∈ Hk = ⊕
ωkminωω
k
max
Hkω
et on érit u =
∑
ωkminωω
k
max
uω ave uω ∈ Hkω. Pour tout ξ ∈ gβ ave β ≻ 0, on a
Dξuω ∈ Hkω+β grâe au lemme 5. Par hypothèse, on a
Dξu =
∑
ωkminωω
k
max
Dξuω = 0,
et, omme la somme préédente est direte, on a pour tout ω :
∀ξ ∈ g+ Dξuω = 0.
De plus, pour tout ω, par dénition de Hkω, uω est un veteur propre de tous les
Dξ, ξ ∈ h. Don par dénition et uniité d'un veteur de poids maximal, on a
uω = 0 sauf pour uωkmax et on peut onlure : u ∈ Hkωkmax . 
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1.6.3 Calul des veteurs de poids maximal
On ommene par faire le alul pour n = 2p pair. On rappelle qu'on a déjà
déni h, sa base (ζi)1≤i≤p et sa base duale (ωi)1≤i≤p et ordonné les raines en
hoisissant ω1  . . .  ωp.
On se donne d'abord les matries (de Pauli) 2 × 2 suivantes : σ1 =
(
0 1
1 0
)
,
σ2 =
(
0 −i
i 0
)
, σ3 =
(
1 0
0 −1
)
. Puis étant donnée une matrie 2×2, A, on dénit
les matries 2p× 2p, Eij(A), 1 ≤ i < j ≤ p, par
Bkℓ(Eij(A)) = A pour k = i, ℓ = j
= −tA pour k = j, ℓ = i
= 0 sinon.
On remarque que, pour tout ℓ /∈ {i, j}, [ζℓ, Eij(A)] = 0 et que
[ζi, Eij(A)] = Eij(σ2A)
[ζj, Eij(A)] = Eij(−Aσ2).
On en déduit, pour tout 1 ≤ i < j ≤ p,
[ζi, Eij(1± σ2)] = ±Eij(1± σ2)
[ζj, Eij(1± σ2)] = ∓Eij(1± σ2)
[ζi, Eij(σ1 ∓ iσ3)] = ±Eij(σ1 ∓ iσ3)
[ζj , Eij(σ1 ∓ iσ3)] = ±Eij(σ1 ∓ iσ3).
On trouve don, pour tout 1 ≤ i < j ≤ p, omme raines positives ωi−ωj dont
le sous-espae gωi−ωj est engendré par Eij(1+σ2) et ωi+ωj ave gωi+ωj engendré
par Eij(σ1− iσ3). Comme raines négatives on a ωj−ωi ave gωj−ωi engendré par
Eij(1− σ2) et −ωi − ωj ave g−ωi−ωj engendré par Eij(σ1 + iσ3).
On revient à notre variété X de dimension n = 2p et via le diéomorphisme
entre X \{O} et R+ \{0}×Sn−1 ≃ Rn \{0} donné par l'hypothèse C, on travaille
ave les oordonnées (x1, y1, . . . , xp, yp) de R
n
. Pour mettre la main sur un veteur
de poids maximal on aura besoin de onnaître Dξ pour tout ξ dans h ∪ g+. Pour
ela on revient à la dénition de Dξ. Pour tout ξ ∈ g, Dξ = DReξ + iDImξ et pour
tout χ ∈ son on a Dχf(x) := ddtf(e−tχ.x)|t=0 ave f ∈ L2(Sn−1). On peut même
dire que Dχf(x) =
d
dtF ((1 − tχ).x)|t=0 où F est un prolongement (ça ne dépend
pas du prolongement hoisi) de f sur un voisinage de Sn−1 dans Rn.
On a, pour tout 1 ≤ j ≤ p, Reζj = 0 et
Bjj(1− tImζj) =
(
1 −t
t 1
)
et en dehors de e blo 2 × 2, 1 − tImζj ontient des 1 sur la diagonale et des 0
partout ailleurs. On en déduit
Dζj = iDImζj = −i(yj∂xj − xj∂yj ), 1 ≤ j ≤ p,
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qu'il faut interpréter omme suit : pour f ∈ L2(Sn−1), Dζjf = −i(yj∂xjF −
xj∂yjF ) ave F un prolongement de f sur un voisinage de S
n−1
dans R
n
.
Ensuite, on a, pour tout 1 ≤ k < ℓ ≤ p,
1− tRe(Ekℓ(1 + σ2)) = 1− tEkℓ(1),
et don
DRe(Ekℓ(1+σ2)) = −xℓ∂xk − yℓ∂yk + xk∂xℓ + yk∂yℓ .
On a aussi
1− tIm(Ekℓ(1 + σ2)) = 1− tEkℓ(−iσ2),
et don
DIm(Ekℓ(1+σ2)) = yℓ∂xk − xℓ∂yk + yk∂xℓ − xk∂yℓ .
Finalement
DEkℓ(1+σ2) = (−xℓ + iyℓ)(∂xk + i∂yk)− (xk + iyk)(−∂xℓ + i∂yℓ).
De même on trouve
DEkℓ(σ1−iσ3) = (ixℓ − yℓ)(∂xk + i∂yk)− (ixk − yk)(∂xℓ + i∂yℓ).
On peut alors vérier que vk
max
:= (x1 + iy1)
k
est bien le (à salaire
près) veteur de poids maximal de la représentation Hk. Ii les oordonnées
(x1, y1, . . . , xp, yp) sont restreintes à S
n−1
. En eet, déjà vkmax est homogène de
degré k et 'est la restrition à Sn−1 d'une fontion harmonique sur Rn ; il ap-
partient don bien à l'espae propre du laplaien sur la sphère Hk (f [BGM71℄).
Ensuite, on alule, grâe aux formules trouvées préédemment,
Dζ1(v
k
max) = −kvkmax = −kω1(ζ1)vkmax,
et, pour tout j > 1,
Dζj (v
k
max) = 0 = −kω1(ζj)vkmax.
Don vkmax est un veteur de poids −kω1. Il reste à regarder s'il est dans le noyau
des Dξ, ξ ∈ g+. Or il est lair que pour tout 1 < k < ℓ ≤ p on a
DEkℓ(1+σ2)v
k
max = DEkℓ(σ1−iσ3)v
k
max = 0.
Pour tout ℓ, on a aussi après simpliations
DE1ℓ(1+σ2)v
k
max = DE1ℓ(σ1−iσ3)v
k
max = 0,
e qui termine la vériation.
Dans le as n = 2p + 1 impair, la sous-algèbre de Cartan h est la même que
dans le as pair en omplétant les matries par des zéros sur la dernière ligne et
la dernière olonne. On prend la même base de h, toujours en omplétant par des
zéros et le même ordre sur la base duale. On retrouve alors les mêmes raines
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auxquelles il faut ajouter des raines positives : les ωj, 1 ≤ j ≤ p, et des raines
négatives : −ωj, 1 ≤ j ≤ p. Les sous-espaes de raines orrespondant aux ωj sont
engendrés par les Yj dénis par
[Yj ]2p+1,2j−1 = −1, [Yj]2p+1,2j = −i, [Yj]2j−1,2p+1 = 1, [Yj]2j,2p+1 = i,
et des 0 partout ailleurs. Dans les oordonnées (x1, y1, . . . , xp, yp, z), on trouve
DYj = z(∂xj + i∂yj )− (xj + iyj)∂z.
On peut alors prendre le même veteur de poids maximal que dans le as pair,
'est-à-dire vk
max
:= (x1 + iy1)
k
. Il faut ajouter aux vériations du as pair
que, pour tout 1 ≤ j ≤ p,
DYjv
k
max = 0.
On peut alors expliiter le déalage qui nous servira à onstruire des potentiels
isorésonants :
Lemme 7 Pour tout s ∈ L∞(R+), et pour tout (k, ℓ) ∈ N2,
svkmax : L
2(R+)⊗Hℓωℓmax → L
2(R+)⊗Hℓ+k
ωℓ+kmax
.
La preuve est évidente ompte-tenu des veteurs de poids maximal trouvés.
On utilisera e déalage en travaillant sur L2(X)+ :=
⊕
k∈N
L2(R+)⊗Hk
ωkmax
au
lieu de L2(X).
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Chapitre 2
Estimations sur le bas du spetre
du laplaien de Dirihlet sur les
espaes de symétrie
On onsidère une variété X et une ation isométrique et eetive de S1 sur
elle-i. On peut dénir les espaes de symétrie L2j(X) orrespondant. Le but de
e hapitre est de donner une minoration de la première valeur propre du laplaien
de Dirihlet opérant sur les fontions de L2j(X) à support dans un ompat. Cette
minoration nous servira, dans la suite, à majorer la norme de la résolvante libre
sur es mêmes espaes.
2.1 Ation de S
1
sur les orbites prinipales
On va ommener par donner une majoration et une minoration de la première
valeur propre du laplaien de Dirihlet agissant sur les fontions dans L2j(X) à
support ompat, en se servant des orbites prinipales de l'ation de S
1
sur X.
Ce sont les orbites dont le stabilisateur est réduit au neutre et elles forment un
ouvert onnexe et dense dans X.
2.1.1 Majoration du bas du spetre
On ne se servira pas de ette majoration dans la suite mais il me semble utile
de la signaler vu l'absene dans la littérature d'estimation préise pour le bas du
spetre du laplaien sur les espaes de symétrie.
Lemme 8 Soit K ⊂ X un ompat à bord régulier invariant sous une ation
isométrique de S
1
supposée eetive ('est-à-dire qu'il n'existe pas d'élément non
trivial de S
1
qui stabilise tout X). Il existe une onstante C = C(K) > 0 telle que
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pour tout j ∈ Z, on a :
Min Spec ∆L2j (K) ≤ C <j>
2,
où ∆L2j (K)
est l'extension auto-adjointe de Friedrihs sur L2j (K) du laplaien déni
sur C∞c (K) ∩ L2j(K) et <j>= (1+ |j |2)
1
2
.
Preuve : on a
Min Spec ∆L2
j
(K) = inf
φ∈L2j (K)\{0}
〈∆φ, φ〉
‖φ‖2 .
Il sut don de pouvoir onstruire, dès que j est assez grand, une φj ∈ L2j(K)\{0}
telle que 〈∆φj , φj〉 ≤ Cj2 ‖φj ‖2 ave C ne dépendant pas de j. Soit Uj un ouvert
S
1
invariant de K̂ tel que le bré prinipal K̂ → K̂/S1 soit trivial sur Uj et
tel que Uj/S
1
soit diéomorphe à un ouvert de R
N
. Don Uj est diéomorphe à
(Uj/S
1)× S1 et on note (y, θ) := (y1, . . . , yN , θ) les oordonnées orrespondantes.
Dans es oordonnées, la métrique prend la forme
g|Uφj
=
N∑
k,ℓ=1
ak,ℓ(y)dykdyℓ + b(y)dθ
2 +
N∑
k=1
ck(y)dykdθ,
ave ak,ℓ, b et ck lisses sur Uj , et le laplaien devient
∆ =
N∑
k,ℓ=1
Ak,ℓ(y)∂yk∂yℓ +B(y)∂
2
θ +
N∑
k=1
Ck(y)∂θ∂yk
+
N∑
k=1
Dk(y)∂yk + E(y)∂θ ,
ave Ak,ℓ, B,Ck,Dk et E lisses sur Uj.
Prenons φj(y, θ) = ψ(y)e
−ijθ
ave ψ lisse à support ompat dans Uj/S
1
telle
que φj soit à support dans Uj . Alors φj est bien dans L
2
j(K) et
∆φj =
( N∑
k,ℓ=1
Ak,ℓ(y)∂yk∂yℓψ − j2B(y)ψ − ij
N∑
k=1
Ck(y)∂ykψ
+
N∑
k=1
Dk(y)∂ykψ − ijE(y)ψ
)
eijθ,
et
〈∆φj , φj〉 =− j2
∫
suppφj
B(y) |ψ |2 dvol(g)
− ij
∫
suppφj
N∑
k=1
Ck(y)(∂ykψ)ψ +E(y) |ψ |2 dvol(g)
+
∫
suppφj
N∑
k,ℓ=1
Ak,ℓ(y)(∂yk∂yℓψ)ψ +
N∑
k=1
Dk(y)(∂ykψ)ψ dvol(g)
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d'où
〈∆φj , φj〉 =| 〈∆φj, φj〉 |≤ Λ1(ψ)j2 ‖ψ‖2L2(K,g) +Λ2(ψ)j + Λ3(ψ),
ave Λ1,Λ2,Λ3 positives et ne dépendant que de ψ.
En xant ψ et en faisant varier j on obtient bien, en remarquant que ‖φj ‖=‖
ψ‖, qu'il existe une onstante C dépendant de ψ telle qu'on ait
〈∆φj, φj〉 ≤ C <j>2‖φj ‖2 . 
2.1.2 Minoration du bas du spetre sur les orbites prinipales
Pour motiver la setion suivante, on peut voir qu'on peut obtenir la minora-
tion voulue sur des ompats partiuliers notamment ontenus dans les orbites
prinipales de l'ation de S
1
.
Lemme 9 Soit K ⊂ X un ompat à bord régulier invariant sous une ation
eetive de S
1
tel que l'espae des orbites K/S1 soit une variété sur laquelle K est
bré trivialement : K ≃ (K/S1)× S1.
Il existe alors une onstante C > 0 telle que pour tout j ∈ Z
Min Spec ∆L2j (K)
≥ Cj2
Preuve : soit Φ lisse sur K, S1 invariante sur K s'annulant sur le bord de K. On
a la suite d'inégalités ommentées i-dessous :
〈∆(e−ijθΦ), e−ijθΦ〉 = 〈∆(Φ),Φ〉+ 2〈〈∇(e−ijθ),∇Φ〉, e−ijθΦ〉+ 〈∆(e−ijθ)Φ, e−ijθΦ〉
≥ 〈∆(Φ),Φ〉 − 2
∫
K
η‖∇(e−ijθ)‖ ‖∇Φ‖ |Φ|dvol + 〈∆(e−ijθ)Φ, e−ijθΦ〉
≥
∫
K
(
‖∇Φ‖2 − 2η‖∇(e−ijθ)‖ ‖∇Φ‖ |Φ|
)
dvol + 〈∆(e−ijθ)Φ, e−ijθΦ〉
≥
∫
K
(
‖∇Φ‖ − η‖∇(e−ijθ)‖ |Φ|
)2
dvol
+
∫
K
(
∆(e−ijθ)eijθ − η2‖∇(e−ijθ)‖2
)
|Φ|2dvol
≥ Cj2
∫
K
|Φ|2dvol = Cj2‖Φ‖2.
Dans la première inégalité, on a utilisé le fait que u = ∇(e−ijθ) = −ije−ijθ∇(θ)
et v = ∇Φ sont dans des sous-espaes vetoriels supplémentaires1 et don par (le
as d'inégalité de) Cauhy-Shwarz et un argument de ompaité invoqué sur le
ompat K, il existe η ∈ (0, 1) tel que 〈u, v〉 ≤ η‖u‖ ‖v‖.
1
Dans un système de oordonnées loales (y1, . . . , yN , θ), le veteur ∇(θ) est orthogonal aux
∂yi , i = 1, . . . , N , alors que les veteurs ∇(Φ) sont tous orthogonaux à ∂θ : les orthogonaux ∂⊥θ
et Vect(∂y1 , . . . , ∂yN )
⊥
sont supplémentaires, omme le sont R∇(θ) et Vect(∂y1 , . . . , ∂yN )
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Dans la seonde inégalité, on a utilisé 〈∆Φ,Φ〉 = ∫K ‖∇Φ‖2dvol.
Dans l'avant dernière expression, le premier terme est positif et sera minoré par
0, alors que dans le seond terme, le seond fateur de l'intégrant est un polynme
en j du seond degré, ave terme dominant jamais nul : les opérateurs u→ ∆u et
u→ ‖∇u‖2 ont même symbole prinipal ξ ∈ T ∗K → ‖ξ‖2. Ainsi, e seond fateur
est un polynme en j ave terme dominant positif ((1 − η2)‖dθ‖2) ne s'annulant
jamais sur le ompat : on en déduit qu'il existe une onstante C > 0 telle que e
fateur soit minoré par Cj2 pour |j| assez grand.
Ensuite quitte à prendre une onstante C plus petite on a l'inégalité pour tout
j ∈ Z. On onlut en utilisant
Min Spec ∆L2j (K)
= inf
φ∈L2j (K)\{0}
〈∆φ, φ〉
‖φ‖2 ,
et le fait que toute φ ∈ L2j(K) est de la forme e−ijθΦ 
Donnons quelques exemples :
• Dans R2 = R+×S1 eulidien muni de ses oordonnées polaires (r, θ), on peut
onsidérer l'ation de S
1
donnée par eiα.(r, θ) = (r, θ+α). Seul le point xe 0
n'est pas une orbite prinipale. Le laplaien devient : ∆ = −∂2r − 1r∂r− 1r2∂2θ .
Pour K on peut prendre une ouronne entrée en 0 de plus petit rayon a > 0
et de plus grand rayon b. Alors toute φ ∈ L2j(R2) lisse à support dans K
s'érit φ(r, θ) = ψ(r)e−ijθ et on trouve
〈∆φ, φ〉 = 2πj2
∫ b
a
|φ |2
r
dr + 2π
∫ b
a
r |∂rφ |2≥ j
2
b2
‖φ‖2 .
• On peut aussi regarder l'espae hyperbolique H2 vu omme R+×S1 muni de
la métrique dr2+sh2(r)dθ2, et onsidérer l'ation de S1 dénie omme dans
le as eulidien. Le laplaien devient : ∆ = −∂2r − 1sh2(r)∂2θ + 14 (1− 1sh2(r)). Si
on prend enore pour K une ouronne de rayons b > a > 0, alors pour tout
|j |> sh2(b)
2 sh2(a)
et pour toute φ ∈ L2j(K), on a
〈∆φ, φ〉 ≥ j
2
2 sh2(b)
‖φ‖2 .
2.2 Ation de S1 : as général
Comme dans les exemples préédents, on veut obtenir une minoration de la
première valeur propre λj1 du laplaien de Dirihlet sur L
2
j(K)mais ave ette fois le
ompat K pouvant interseter les orbites singulières, 'est-à-dire non prinipales.
Dans le as du plan eulidien, on peut prendre pour K le disque de entre 0 et de
rayon R (il ontient bien le point xe 0) et alors l'équation aux valeurs propres
∆L2j (K)
u = λu s'érit en oordonnées polaires : r2∂2ru + r∂ru + (λr
2 − j2)u = 0
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ave u(R) = 0. On reonnaît une équation de Bessel dont les solutions sont u(r) =
J±j(
√
λr). Les estimations sur le premier zéro z1,j de Jj ([AS64℄) donnent, pour j
grand, z1,j ∼ j. Comme on doit avoir
√
λj1R = z1,j , il existe une onstante C telle
que λj1 > C
j2
R2 . Pour obtenir une minoration dans le as général on va se servir
d'un résultat dû à Colin de Verdière [CdV79℄.
2.2.1 Spetre joint d'opérateurs qui ommutent
Soit M une variété ompate munie d'une forme volume sur laquelle on peut
don dénir l'espae L2(M). On onsidère k opérateurs pseudo-diérentiels d'ordre
1, P1, . . . , Pk, tous auto-adjoints pour le produit salaire L
2
, qui ommutent entre
eux et tels que Q =
k∑
i=1
P 2i soit elliptique. Alors on peut dénir, le spetre joint
de es opérateurs omme étant le sous-ensemble, ave multipliité, Λ, de Rk des
λα = (λ
1
α, . . . , λ
k
α) ave, pour tout 1 ≤ i ≤ k, Piφα = λiαφα où (φα) est une
base orthonormée de L2(M). Si pi est le symbole prinipal de Pi, on notera aussi
p = (p1, . . . , pk) ∈ C∞(T ∗M \ {0},Rk \ {0}), le symbole joint des Pi et Γ son
image. Colin de Verdière, dans [CdV79℄, établit le résultat suivant dans lequel on
reprend les notations qu'on vient de donner,
Théorème 3 Soit Λ ⊂ Rk le spetre joint de k opérateurs pseudo-diérentiels
d'ordre 1 sur une variété ompate M , P1, . . . , Pk, tous auto-adjoints, qui om-
mutent entre eux et tels que Q =
k∑
i=1
P 2i soit elliptique. Soit C un ne de Rk et
u =
∑
λ∈Λ∩C
aλφλ, aλ ∈ R, alors le front d'onde de u vérie : WF (u) ⊂ p−1(C). En
partiulier, si C ∩ Γ = {0} alors C ∩ Λ est ni.
Preuve : on donne la preuve de Colin de Verdière pour indiation. Soit ξ0 ∈
T ∗M \ {0} tel que τ0 = p(ξ0) /∈ C, et soit ψ une fontion C∞ et homogène
de degré 0 sur Rk \ {0} telle que ψ(τ0) 6= 0 et ψ|C ≡ 0. Strihartz ([Str72℄) a
montré, ave les hypothèses du théorème, qu'on peut dénir l'opérateur pseudo-
diérentiel ψ(P1, . . . , Pk) et il prouve que son symbole prinipal est ψ(p1, . . . , pk).
Or, si λ ∈ Λ∩C, alors ψ(P1, . . . , Pk)φλ = ψ(λ)φλ = 0 et don pour u =
∑
λ∈Λ∩C
aλφλ
on a ψ(P1, . . . , Pk)u = 0. De plus l'hypothèse sur ψ donne que ψ(P1, . . . , Pk) est
elliptique en ξ0 et don ξ0 /∈WF (u).
En partiulier, si C∩Γ = {0} alors pour toute u = ∑
λ∈Λ∩C
aλφλ,WF (u) = ∅. En
eet, si ξ ∈WF (u) alors, d'après e qui préède, p(ξ) = (p1(ξ), . . . , pk(ξ)) ∈ C ∩Γ
et don p(ξ) = 0. Mais alors le symbole prinipal de Q qui est
∑
p2i s'annule
en ξ et omme Q est elliptique on a don ξ = 0. Soit E le sous-espae vetoriel
de L2(M) engendré par les (φλ)λ∈C∩Λ, on a don E ⊂ C∞(M). On peut don
appliquer le théorème d'Asoli pour montrer que l'identité sur E est ompate,
puis le théorème de Riesz prouve que E est de dimension nie. Don C ∩Λ est ni.

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2.2.2 Minoration du bas du spetre
On va appliquer le résultat de Colin de Verdière ave omme opérateurs pseudo-
diérentiels la raine arrée du laplaien et le hamp de veteur induit par l'ation
de S
1
. On obtient
Proposition 8 Soit K une variété ompate à bord, possédant une ation de
S
1
et munie d'une métrique g telle que S1 agisse par isométries sur (K, g) et que
g puisse s'érire omme une métrique produit dρ2 + h∂K dans un voisinage du
bord de K, ∂K, ave ρ une fontion S1 invariante dénissant le bord de K et h ne
dépendant pas de ρ. Alors il existe une onstante C = C(K) > 0 telle que pour
tout j ∈ Z, on a :
Min Spec ∆L2j (K)
≥ Cj2.
Preuve : Si on onsidère deux opies de K, on peut identier leur bord régulier et
obtenir une variété ompate sans bord qu'on appellera M . Plus préisément, il
existe un voisinage ollier W de ∂K diéomorphe à [0, ǫ) × ∂K par le diéomor-
phisme :
ψ : [0, ǫ)× ∂K → W
(t, y) → ψt(y),
où ψt est le ot du gradient de ρ pour la métrique g. Ainsi sur l'espae topologique
M = (K ⊔ K)/∂K, on peut onstruire un atlas diérentiel en ommençant par
∂K ⊂ M qui est inlus dans un ouvert [W ] = (W ⊔ W )/∂K diéomorphe à
(−ǫ, ǫ)× ∂K par
(−ǫ, ǫ)× ∂K → [W ]
(t, y) →
{
ψt(y), if t ≥ 0
ψ−t(y), if t ≤ 0
Via le diéomorphisme préédent, l'ation de S
1
sur [W ] est en fait elle sur ∂K.
Pour les autres artes il n'y a pas de problème, e sont elles de l'intérieur de K.
Par hypothèse, g a une forme produit sur un voisinage de ∂K et on peut don
la prolonger en utilisant le symétrique de ρ par rapport à ∂K ⊂ M . On obtient
alors une métrique lisse sur M et on a enore une ation isométrique de S1 sur M .
L'ation de S
1
induit un hamp de veteur surM , on peut le onsidérer omme
un opérateur diérentiel d'ordre 1. En multipliant par i, on obtient un opéra-
teur auto-adjoint : Y.f(m) = −i∂θ(f(e−iθ.m))|θ=0. Un autre opérateur pseudo-
diérentiel d'ordre 1 sur M est P :=
√
∆M + 1, où ∆M est le laplaien sur (M,g).
P et Y ommutent ar l'ation de S1 est isométrique. Si on pose Q := P 2+ Y 2, il
est de symbole prinipal q(x, ξ) =| ξ |2 +(ξ(Y ))2, (x, ξ) ∈ T ∗M et est don ellip-
tique. Soit Λ ⊂ R2 le spetre joint de (P, Y ), il est onstitué des points (λPk , λYk )
tels que Pφk = λ
P
k φk et Y φk = λ
Y
k φk où (φk) est une base orthonormée de L
2(M).
Le spetre de Y est Z. En eet sur L2j(M), Y est l'homothétie de rapport j. En
fait, on est en train de herher à estimer le minimum de la première oordonnée
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des points de Λ dont la deuxième oordonnée est j. On appellera λj1 > 0 e mini-
mum.
Le symbole prinipal joint de P et Y est p(x, ξ) = (|ξ |, ξ(Y )) ; 'est une fon-
tion homogène de degré 1. Alors l'image de p est le ne Γ = R+p(S(T ∗M)) où
S(T ∗M) est la sphère unité de T ∗M . Or p(S(T ∗M)) = {(1, ξ(Y )) ; |ξ |= 1}, don
en prenant par exemple le ne C := R{(a, |Y |) ; |a |≤ 12}, où |Y |= sup
K
g(Y, Y )
1
2
,
on a C ∩ Γ = {0}. On applique alors la proposition 3 et C ∩ Λ est don ni. Cela
signie qu'il existe une onstante c := 12|Y| et J ∈ N tels que, pour tout j ∈ Z,
| j |≥ J , on a λj1 ≥ c | j | (voir la gure 2.1) et quitte à prendre c plus petit on a
λj1 ≥ c | j | pour tout j ∈ Z. Comme P =
√
∆M + 1, il existe une autre onstante
qu'on notera enore c telle que le minimum du spetre de ∆M agissant sur L
2
j(M)
est supérieur à cj2.
Pour onlure, le spetre de ∆L2j (K)
ave les onditions de Dirihlet est inlus
dans le spetre de ∆M agissant sur L
2
j(M). En eet, soit I l'involution qui éhange
les deux opies de K dans M , alors les fontions propres de ∆M qui sont impaires
pour I s'annulent sur l'image de ∂K dans M . Elles orrespondent don à des
fontions propres du laplaien de Dirihlet sur K. 
1
|Y |
j
λ
j
1
C
Spec Y
Spec P
Γ
Fig. 2.1  Estimation de la première valeur propre de ∆M agissant sur L
2
j(M).
2.3 Ation de (S1)m
En s'inspirant du as de S
1
, on va obtenir une minoration de la première valeur
propre du laplaien de Dirihlet sur les espaes de symétrie de l'ation de (S1)m.
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On suppose don que (S1)m agit de manière isométrique sur X et on rappelle
qu'on a la déomposition en omposantes isotypiques suivante :
L2(X) =
⊕
j∈Zm
L2j(X).
On obtient la minoration suivante
Proposition 9 Soit K une variété ompate à bord, possédant une ation de
(S1)m et munie d'une métrique g tels que (S1)m agisse par isométries sur (K, g) et
que g puisse s'érire omme une métrique produit dρ2+h∂K dans un voisinage du
bord de K, ∂K, ave ρ une fontion dénissant le bord de K et h∂K ne dépendant
pas de ρ. Soient ωi, 1 ≤ i ≤ N , N veteurs de Zm tels qu'il existe h ∈ Rm ave,
pour tout i, 〈h, ωi〉 > 0 (produit salaire eulidien dans Rm). Alors pour tout
j ∈ Zm, il existe une onstante C > 0 dépendant uniquement de K et j telle que
pour tout (n1, . . . , nN ) ∈ ZN , tous de même signe, on ait
Min Spec ∆L2
j+
∑
1≤i≤N
niωi
(K) ≥ C
N∑
i=1
n2i .
Preuve : omme dans le as de S
1
, on ommene par onstruire M , le double
de K sur lequel g se prolonge de manière lisse et l'ation de (S1)m reste isomé-
trique. Sur M , on onsidère les m + 1 opérateurs pseudo-diérentiels d'ordre 1 :
P0 =
√
∆M + 1, P1 = −i∂θ1, . . . , Pm = −i∂θm où on note (θ1, . . . , θm) ∈ [0, 2π]m
les éléments de (S1)m. Soit Q =
m∑
ℓ=0
P 2ℓ , il est de symbole prinipal q(x, ξ) =| ξ |2
+
m∑
ℓ=1
ξ(Pℓ)
2
et est don elliptique. Soit Λ ⊂ Rm+1 le spetre joint de (P0, . . . , Pm).
Les spetre des Pℓ, ℓ 6= 0, sont Z et en fait on herhe à estimer le minimum
λ1(n1, . . . , nN ) de première oordonnée des points de Λ quand les m dernières
prennent les valeurs j+
N∑
i=1
niωi ave les ni susamment grands et de même signe.
Soit p(x, ξ) = (| ξ |, ξ(P1), . . . , ξ(Pm)) le symbole prinipal joint de nos opéra-
teurs et Γ son image. Comme p est homogène, qu'il existe h ∈ Rm tel que, pour
tout i, 〈h, ωi〉 > 0, et qu'on a hoisi les ni tous de même signe, on peut trouver
un ne de R
m+1
, C, qui ontient tous les points {0} × {j +
N∑
i=1
niωi} et tel que
C ∩ Γ = {0} (voir la gure 2.2). Alors on peut appliquer le résultat de Colin de
Verdière (théorème 3) pour obtenir C ∩ Λ ni.
En onlusion, il existe J > 0 et C > 0 tels que pour
N∑
i=1
n2i ≥ J on ait
λ1(n1, . . . , nN ) ≥ C(
N∑
i=1
n2i ). Comme l'ensemble des (n1, . . . , nN ) ∈ ZN , tous de
même signe tels que
N∑
i=1
n2i < J , est ni, quitte à prendre un C plus petit, on
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Γ
Spe(
√
∆+ 1)
Spe(−i∂θ1)
Spe(−i∂θ2)
ω1
ω3
ω2
C
(j1, j2)
Fig. 2.2  Les nes C et Γ dans le as m = 2.
a λ1(n1, . . . , nN ) ≥ C(
N∑
i=1
n2i ) pour tout (n1, . . . , nN ) de même signe. Enn on
onlut le lemme en disant que, omme dans le as de S
1
, le spetre du laplaien
de Dirihlet sur K est inlus dans le spetre du laplaien sur M . 
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Estimations sur le bas du spetre du laplaien de Dirihlet sur les espaes de
symétrie
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Chapitre 3
Potentiels isorésonants
3.1 Ations de S
1
3.1.1 Énoné du résultat
On onsidère une variété riemannienne (X, g) qui possède une ation isomé-
trique de S
1
. On aura besoin de la proposition 8 du hapitre préédent et pour
pouvoir l'appliquer on introduit l'hypothèse suivante sur X,
Hypothèse D : pour tout ompat K ⊂ X il existe une variété ompate à bord
K˜ diéomorphe à un ompat de X ontenant K, possédant une ation de S1, et
munie d'une métrique g˜ telle que g˜|K = g|K . On suppose aussi que g˜ peut s'érire
sous la forme dδ2+ h˜∂K˜ dans un voisinage du bord ∂K˜ de K˜, ave δ une fontion
S
1
invariante dénissant le bord de K˜ et h˜ indépendante de δ et enn que l'ation
de S
1
sur (K˜, g˜) est isométrique.
On peut alors énoner le théorème prinipal de ette thèse :
Théorème 4 Soit (X, g) une variété riemannienne qui possède une ation iso-
métrique de S
1
vériant l'hypothèse D. On suppose que l'hypothèse AN,ρ est vériée
pour un N > 0 et une fontion ρ invariante sous l'ation de S1 et qu'on a don un
prolongement méromorphe-ni de la résolvante du laplaien libre sur un domaine
D+N .
Soit V le potentiel
V =
+∞∑
m=1
Vm,
où les Vm ∈ L∞(X) sont S1 homogènes de poids m et vérient
+∞∑
m=1
‖Vm ‖∞< +∞.
Si V vérie l'hypothèse BN,ρ, et si pour tout λ ∈ D+N \Res(∆), ρ−(N+1)V R˜0(λ)ρN
est dans une lasse de Shatten Sq, q ∈ N \ {0},
alors, sur D+N , on a Res(∆ + V ) = Res(∆) et les multipliités oïnident.
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Faisons quelques ommentaires. On ommene par rappeler la dénition des
lasses de Shatten.
Définition 4 Soit H un espae de Hilbert. Si A : H → H est un opérateur
ompat, le spetre de ses valeurs singulières, (sn(A))n∈N, est elui des valeurs
propres de l'opérateur auto-adjoint (A∗A)1/2. Alors, pour 1 ≤ p < +∞, la lasse
de Shatten Sp est l'idéal bilatère de L(H) formé des opérateurs A pour lesquels
la quantité
‖A‖pp:=
∞∑
n=0
spn(A)
est nie.
L'hypothèse du théorème 4, ρ−(N+1)V R˜0(λ)ρ
N ∈ Sq est une hypothèse tehnique
qui nous permettra d'utiliser les déterminants régularisés pour passer du potentiel
tronqué au potentiel V tout entier. Si V est à support ompat ette hypothèse
est vériée pour tout N pour tout q > dimX2 . Dans l'espae eulidien R
n
, si V
est à déroissane super-exponentielle alors l'hypothèse est enore vraie pour tout
N . Pour une variété asymptotiquement hyperbolique X, si V est lisse sur X et
s'annule à tous les ordres en ρ au voisinage du bord, ave ρ une fontion dénissant
le bord, alors l'hypothèse est aussi vériée pour tout N .
Au lieu de perturber le laplaien libre on peut perturber ∆ + V0 ave V0 un
potentiel invariant sous l'ation de S
1
et obtenir que Res(∆+V0+V ) = Res(∆+V0).
Le fait que V0 soit S
1
invariant assure que, omme le laplaien, il respetera la
déomposition de L2(X) en omposantes isotypiques. Pour pouvoir appliquer la
proposition 8 à ∆ + V0, il faut supposer de plus que V0 est réel et à support
ompat. On pourrait prendre un V0 à support non ompat mais susamment
déroissant à l'inni pour prolonger la résolvante de ∆+ V0, mais dans e as on
remplaera la proposition 8 par le lemme 9 et on ne pourra prendre que des V à
support là où le bré des orbites prinipales est trivialisé.
Dérivons sur quelques exemples omment S
1
agit, pourquoi l'hypothèse D est
vériée ainsi que la forme des potentiels isorésonants trouvés.
• Sur l'espae eulidien Rn = (R2)k×Rn−2k, on peut onsidérer l'ation de S1
donnée par
k⊕
i=1
R(piθ)⊕ IdRn−2k ,
où θ ∈ [0, 2π), (p1, . . . , pk) ∈ (Z\{0})k , et on a noté R(φ) la rotation d'angle
φ sur R2. Pour la ondition D, on peut remarquer que tout ompat K peut
être inlus dans une boule B(0, R) et on peut prendre pour K˜ une boule plus
grande B(0, R˜), R˜ > R, muni de la métrique suivante donnée en oordonnées
polaires :
g˜ = dr2 + f(r)dω2, (r, ω) ∈ R+ × Sn−1,
où dω2 est la métrique sur la sphère de Rn induite par la métrique euli-
dienne et f est lisse sur [0, R˜], onstante près de R˜ et f(r) = r2 sur [0, R].
28
3.1 Ations de S1
Les omposantes S
1
homogènes de poids m des potentiels isorésonants du
théorème 4 sont de la forme :
Vm(r1e
iα1 , . . . , rke
iαk , z) =
∑
(ℓ1,...,ℓk)∈Z
k
k∑
i=1
ℓipi=−m
Wm,ℓ1,...,ℓk(x¯)e
iℓ1α1 . . . eiℓkαk ,
où (r1e
iα1 , . . . , rke
iαk , z) ∈ (R2)k × Rn−2k, x¯ ∈ Rn/S1 et la somme onverge
en norme innie.
• Pour l'espae hyperbolique réel Hn, on peut prendre le modèle de Poinaré,
'est-à-dire la boule unité de R
n
entrée à l'origine munie de la métrique
4geuclid
(1−‖x‖2)2
. L'ation de S
1
sur R
n
dérite préédemment induit alors une ation
isométrique de S
1
sur H
n
. Pour la ondition D, siK est inlus dans une boule
de rayon R entrée en l'origine (dans e modèle 0Rn), on prend pour K˜ une
boule de rayon R˜ > R et, en oordonnées polaires, g˜ = dr2 + f(r)dω2
ave ette fois f(r) = sh2(r) sur [0, R]. Les omposantes S1 homogènes
des potentiels isorésonants prennent alors la même forme que dans le as
eulidien. On rappelle ([GZ95a℄) que si n est impair Res(∆) = ∅ et que si
n est pair Res(∆) = −N et haque entier −k a pour multipliité elle de
k(k+n− 1) en tant que valeur propre du laplaien sur la sphère eulidienne
S
n
.
• Cette fois onsidérons Hn en utilisant le modèle R+∗ × Rn−1 muni des oor-
données (x, y) orrespondantes. On prend pour variété X le ylindre hyper-
bolique H
n/<γ> où γ est l'isométrie w → eℓw. S1 agit isométriquement sur
X par eiθ.[x, y] = [e
ℓθ
2π x, e
ℓθ
2π y]. On peut voirX omme R+×S1×Sn−2 ave les
oordonnées (r, θ, ω) orrespondantes, muni de la métrique dr2+ch2(r)dθ2+
sh2(r)dω2 et l'ation de S1 est alors l'ation triviale sur le fateur S1. Tout
ompat deX est inlus dans unK = [0, R]×S1×Sn−2, on peut don prendre
K˜ = [0, R˜]×S1×Sn−2 ave R˜ > R, la métrique g˜ = dr2+h1(r)dθ2+h2(r)dω2
où h1 et h2 sont lisses sur [0, R˜], onstantes près de R˜ et prenant les valeurs
h1(r) = ch
2(r), h2(r) = sh
2(r) pour r ∈ [0, R]. Les omposantes S1 homo-
gènes de poids m des potentiels isorésonants sont de la forme :
Vm(r, θ, ω) =Wm(r, ω)e
−imθ , (r, θ, ω) ∈ R+ × S1 × Sn−2.
On rappelle ([GZ95a℄) que pour et exemple Res(∆) = −N + iZ2π/ℓ.
3.1.2 Majoration de la résolvante sur les espaes de symétrie
Grâe à l'hypothèse D, on va utiliser la proposition 8 pour démontrer le lemme
suivant. On rappelle qu'on note Pj la projetion de L
2(X) sur L2j(X) et on se
plae dans le adre des hypothèses du théorème 4.
Lemme 10 Soit λ ∈ D+N \ Res(∆) et χ ∈ C∞c (X) invariante sous l'ation de S1.
Alors il existe une onstante C = C(λ, χ) > 0 telle que pour tout j ∈ Z,
‖ χR˜0(λ)Pjχ ‖≤ C
1 + j2
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Preuve : omme S
1
agit isométriquement sur X, on a, pour tout j, ∆Pj = Pj∆ et
PjR˜0 = R˜0Pj . Comme χ est supposée S
1
invariante, on a aussi χPj = Pjχ.
On a
χ(∆− f(λ))R˜0(λ)χ = χ2,
d'où
(∆− f(λ))χR˜0(λ)Pjχ = χ2Pj + [∆, χ]R˜0(λ)χPj ,
et don
‖ (∆ − f(λ))χR˜0(λ)Pjχ ‖≤‖ χ2Pj ‖ + ‖ [∆, χ]R˜0(λ)χPj ‖≤ C(λ, χ). (3.1)
Soit (K˜, g˜) le ompat ontenant K := suppχ dont l'existene est assurée par
l'hypothèse D. Si v ∈ L2(X) alors u = χPjR˜0(λ)χv appartient à L2j(K, g) et,
omme supp u ⊂ K et que g˜|K = g|K , on a aussi u ∈ L2j(K˜, g˜). De plus, u est à la
fois dans le domaine du laplaien de Dirihlet sur K˜, dans le domaine du laplaien
de Dirihlet sur K et dans elui du laplaien sur X et on a
∆
(K˜,g˜)
u = ∆(K,g)u = ∆(X,g)u.
Considérons une base orthonormée (φk) de L
2
j(K˜, g˜) onstituée de fontions propres
de ∆
(K˜,g˜)
. On note µk(j, K˜) la valeur propre orrespondant à φk. Si on déompose
u selon ette base, u =
∑
k
ukφk, on a
(
∆
(K˜,g˜)
− f(λ))u =∑
k
(
µk(j, K˜)− f(λ)
)
ukφk,
et don
‖ (∆−f(λ))u ‖2=∑
k
|µk(j, K˜)−f(λ) |2|uk |2≥
∑
k
(
µk(j, K˜)−Re(f(λ))
)2 |uk |2 .
Le ompat (K˜, g˜) est donné par l'hypothèse D, il vérie don les hypothèses de
la proposition 8 et don il existe une onstante C = C(K˜) > 0 telle que
∀k ∈ N, ∀j ∈ Z µk(j, K˜) ≥ Cj2.
Prenons J tel que CJ2 > Re(f(λ)) et alors, pour tout |j |≥ J , on a
‖ (∆− f(λ))u ‖2≥ (Cj2 − Re(f(λ)))2∑
k
|uk |2=
(
Cj2 − Re(f(λ)))2 ‖u‖2 .
Alors, en utilisant l'inégalité (3.1) on obtient, pour tout |j |≥ J ,
‖ χR˜0(λ)Pjχ ‖≤ C(λ, χ)
Cj2 − Re(f(λ)) .
Don il existe une onstante C > 0 telle que, pour tout | j |≥ J , ‖ χR˜0(λ)Pjχ ‖≤
C
j2
, et quitte à prendre C plus grande on a bien, pour tout j ∈ Z,
‖ χR˜0(λ)Pjχ ‖≤ C
1 + j2

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3.1.3 Loalisation des résonanes
On va maintenant démontrer le théorème 4 en ommençant par l'inlusion
Res(∆+V ) ⊂ Res(∆). Pour ela, on onsidère dans un premier temps les sommes
partielles tronquées de V . Puis on passera à V entier, et enn on fera l'autre
inlusion.
Loalisation des résonanes pour les sommes partielles tronquées de V
On onsidère les sommes partielles de V , SM =
M∑
m=1
Vm où Vm est la omposante
S
1
homogène de poids m de V . Soit χ ∈ C∞c (X) invariante sous l'ation de S1, on
va montrer que Res(∆ + χSM) ⊂ Res(∆), sur D+N .
Pour λ ∈ D+N \Res(∆) on a(
∆+ χSM − f(λ)
)
R˜0(λ)ρ
N = ρN
(
I + ρ−NχSM R˜0(λ)ρ
N
)
.
On peut érire
ρ−NχSM R˜0(λ)ρ
N = χρ−2NSMρ
N R˜0(λ)ρ
N .
Grâe à l'hypothèse AN,ρ, ρ
−NχSM R˜0(λ)ρ
N
est don une famille d'opérateurs
ompats holomorphe sur D+N \ Res(∆). De plus si on prend |λ| assez grand dans
D+N , on a
‖ρ−NχSM R˜0(λ)ρN ‖< 1.
Alors en appliquant la théorie de Fredholm analytique ([RS80℄), on obtient que(
I+ρ−NχSM R˜0(λ)ρ
N
)−1
est méromorphe nie sur D+N \Res(∆) et on a l'équation
dite de Lipmann-Shwinger reliant la résolvante de ∆+ χSM à elle du laplaien
libre :
ρN R˜χSM (λ)ρ
N = ρN R˜0(λ)ρ
N
(
I + ρ−NχSMR˜0(λ)ρ
N
)−1
.
Ainsi, si λ0 est un ple de R˜χSM dans D
+
N \ Res(∆), alors λ0 est un ple de(
I + ρ−NχSMR˜0(λ)ρ
N
)−1
et toujours grâe à la théorie de Fredholm, il existe un
u ∈ L2(X) non trivial qui vérie(
I + ρ−NχSMR˜0(λ)ρ
N
)
u = 0.
On remarque ave ette égalité que le support de u est inlus dans le support de
χ. Prenons un χ2 ∈ C∞c (X) invariante sous l'ation de S1 et telle que χ2 = 1 sur
le support de χ. Alors, en notant uj := Pju ∈ L2j(X), on a
uj = Pj
(− ρ−NχSMR˜0(λ)ρNu) = Pj(− ρ−NχSMχ2R˜0(λ)χ2ρNu),
et par linéarité
uj = −
M∑
m=1
Pj
(
ρ−NχVmχ2R˜0(λ)χ2ρ
Nu
)
.
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On rappelle (f lemme 3) que Vm induit, par multipliation, le déalage suivant
Vm : L
2
j(X)→ L2j+m(X).
Don
uj = −
M∑
m=1
VmPj−m
(
ρ−Nχχ2R˜0(λ)χ2ρ
Nu
)
uj = −
M∑
m=1
Vmρ
−Nχχ2R˜0(λ)χ2ρ
NPj−m(u),
où on a aussi utilisé que les projetions Pj−m ommutent ave R˜0 ar l'ation de
S
1
est isométrique et ave ρ, χ et χ2 grâe à leur invariane sous S
1
.
Par hypothèse, pour tout m, ‖ Vm ‖∞≤
+∞∑
m′=1
‖ Vm′ ‖∞< +∞, don les
Vmρ
−Nχχ2R˜0(λ)χ2ρ
N
sont des opérateurs uniformément bornés en m. Don il
existe une onstante C telle que, pour tout j ∈ Z,
‖ uj ‖≤ C
M∑
m=1
‖ uj−m ‖ .
De plus en appliquant le lemme 10 à χ2R˜0χ2Pj−m , on obtient aussi qu'il existe
une onstante qu'on notera enore C telle que pour tout j ∈ Z,
‖ uj ‖≤
M∑
m=1
C
1 + (j −m)2 ‖ uj−m ‖,
et don, pour tout j ∈ Z,
‖ uj ‖≤ ǫj
M∑
m=1
‖ uj−m ‖,
ave ǫj → 0 pour |j |→ +∞.
On va avoir besoin du lemme suivant
Lemme 11 Soit (aj)j∈Z une suite à termes positifs de ℓ
1(Z). S'il existe M ∈ N
et si, pour tout j ∈ Z, aj ≤ ǫj
M∑
m=1
aj−m ave ǫj → 0 pour | j |→ +∞, alors aj = 0
pour tout j.
Preuve : soit J ′ ≤ 0 tel que, pour tout j ≤ J ′, ǫj ≤ 1M . Alors, pour tout j ≤ J ′, on
a aj ≤ 1M
M∑
m=1
aj−m et si on somme es relations on obtient, en notant S =
∑
j≤J ′
aj ,
S ≤ 1
M
(
(S − aJ ′) + (S − aJ ′ − aJ ′−1) + . . . + (S − aJ ′ − . . . − aJ ′−M+1)
)
=
1
M
(
MS −MaJ ′ − (M − 1)aJ ′−1 − . . .− aJ ′−M+1
)
.
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On en déduit
0 ≤ −MaJ ′ − (M − 1)aJ ′−1 − . . .− aJ ′−M+1,
et don
aJ ′ = aJ ′−1 = . . . = aJ ′−M+1 = 0.
Comme on a ǫj → 0 pour |j |→ +∞, il existe une onstante C telle que, pour tout
j ∈ Z, aj ≤ C
M∑
m=1
aj−m, on obtient don
∀j ≥ J ′ −M + 1, aj = 0.
En faisant tendre J ′ vers −∞ on a nalement aj = 0 pour tout j ∈ Z. 
On peut appliquer e lemme 11 à la suite {‖uj ‖2}j . On obtient ‖uj ‖= 0 pour
tout j et don u ≡ 0 e qui ontredit l'existene d'un ple de R˜χSM en dehors de
Res(∆).
Don, nalement, pour tout M et toute fontion χ ∈ C∞c (X), invariante sous
S
1
,∆+χSM n'a pas de résonane surD
+
N\Res(∆) : 'est-à-dire Res(∆ + χSM ) ⊂ Res(∆),
sur D+N .
Loalisation des résonanes pour V
Dans e paragraphe, on va passer des sommes partielles tronquées de V à V
tout entier et montrer que, sur D+N , on a Res(∆+ V ) ⊂ Res(∆). Pour e faire, on
va utiliser les déterminants régularisés dont on donne une dénition.
Définition 5 Pour un opérateur A ∈ Sp, 1 ≤ p < ∞, on dénit son détermi-
nant régularisé, detp, par
detp(I +A) =
∞∏
n=1
(1 + λn(A)) exp
( p−1∑
k=1
(−1)k
k
λkn(A)
)
,
où les (λn(A))n∈N sont les valeurs propres de A.
Donnons quelques propriétés de e déterminant qu'on peut trouver dans [Yaf92℄
par exemple.
Proposition 10 1. A→ detp(I +A) est ontinue dans (Sp, ‖ . ‖p).
2. Si z → A(z) est holomorphe dans un domaine de C, à valeurs dans Sp, alors
z → detp(I +A(z)) est holomorphe dans le même domaine.
3. Pour A ∈ Sp, I +A est inversible si et seulement si detp(I +A) 6= 0.
Les hypothèses du théorème 4 assurent qu'il existe un entier q tel que, pour
tout λ ∈ D+N \ Res(∆), ρ−(N+1)V R˜0(λ)ρN est dans une lasse de Shatten Sq.
Don ρ−NV R˜0(λ)ρ
N
est aussi dans Sq.
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Montrons que, pour toute χ ∈ C∞c (X), il existe un entier p tel que χρ−N R˜0(λ)ρN ∈
Sp pour tout λ ∈ D+N \Res(∆). Prenons un ompat K à bord lisse qui ontient le
support de χ. Soit ∆K le laplaien ave ondition de Dirihlet sur le bord de K,
et (µk)k∈N les valeurs propres de (∆K + 1)
−1
. Alors la loi de Weyl donne, quand
k tend vers +∞,
µk ∼ (2π)
2
(ωnVol(K))
2
n
k−
2
n ,
où n = dimX et ωn est le volume de la boule unité de R
n
. Alors pour p > n2 ,
(∆K + 1)
−1 ∈ Sp. De plus, pour tout λ ∈ D+N \ Res(∆), (∆K + 1)χρ−N R˜0(λ)ρN
est un opérateur borné de L2(X), et, omme Sp est un idéal bilatère de L(L2(X)),
on a
χρ−N R˜0(λ)ρ
N = (∆K + 1)
−1(∆K + 1)χρ
−N R˜0(λ)ρ
N ∈ Sp.
Comme on a Sp1 ⊂ Sp2 , pour p1 ≤ p2 ([Yaf92℄), si on suppose, quitte à éhanger p
et q, que dans la suite p ≤ q, alors χρ−N R˜0(λ)ρN et ρ−NV R˜0(λ)ρN sont tous les
deux dans Sq.
L'équation de Lipmann-Shwinger appliquée à V au lieu de χSM nous donne
ρN R˜V (λ)ρ
N = ρN R˜0(λ)ρ
N
(
I + ρ−NV R˜0(λ)ρ
N
)−1
.
Don, grâe au troisième point de la proposition 10 on a
λ ∈ Res(∆ + V ) ∩D+N \ Res(∆)⇐⇒ detq
(
I + ρ−NV R˜0(λ)ρ
N
)
= 0.
Pour λ ∈ D+N \Res(∆), on dénit
F (V, λ) := detq
(
I + ρ−NV R˜0(λ)ρ
N
)
.
Supposons qu'il existe λ0 ∈ Res(∆ + V ) \Res(∆), alors
F (V, λ0) = 0.
Prenons Γ un laet simple autour de λ0 tel que λ0 soit le seul zéro de F (V, .) dans
le domaine U délimité par Γ et tel que U ⊂ D+N \ Res(∆). Ce hoix est possible
ar, grâe au deuxième point de la proposition 10, F (V, .) est holomorphe et ses
zéros sont don isolés.
Soit χr une famille de fontions lisses à support ompat et invariantes sous
l'ation de S
1
telle que ‖(χr − 1)ρ‖∞ tend vers 0 quand r tend vers +∞. Comme
on a supposé que V ρ−(N+1)R˜0(λ)ρ
N ∈ Sq on peut érire, pour tout λ ∈ Γ,
‖χrV ρ−N R˜0(λ)ρN − V ρ−N R˜0(λ)ρN ‖q ≤ ‖(χr − 1)ρ‖∞ ‖V ρ−(N+1)R˜0(λ)ρN ‖q .
Ainsi, quand r tend vers +∞, χrV ρ−N R˜0(λ)ρN tend vers V ρ−N R˜0(λ)ρN dans Sq
uniformément en λ sur Γ. Don d'après le premier point de la proposition 10, on
a F (χrV, λ) → F (V, λ) uniformément sur Γ. On en déduit qu'il existe r0 tel que
pour tout r > r0 et pour tout λ ∈ Γ on a
|F (χrV, λ)− F (V, λ) |<|F (V, λ) | .
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Don en utilisant le théorème de Rouhé on sait que F (χrV, .) a le même nombre
de zéros dans U que F (V, .).
De la même manière, xons r > r0, et omme χrρ
−N R˜0(λ)ρ
N ∈ Sq on a
‖χrSMρ−N R˜0(λ)ρN − χrV ρ−N R˜0(λ)ρN ‖q ≤ ‖SM − V ‖∞ ‖χrρ−N R˜0(λ)ρN ‖q .
Or dans les hypothèses du théorème 4 on a que ‖SM − V ‖∞ tend vers 0 quand
M tend vers +∞. Don on obtient que F (χrSM , λ) → F (χrV, λ) uniformément
sur Γ, et on peut ré-appliquer le théorème de Rouhé.
Finalement on a montré qu'il existe r et M tels que F (χrSM , .) a le même
nombre de zéros dans U que F (V, .). Comme on a supposé qu'il existait λ0 un zéro
de F (V, .) dans U ela signie que F (χrSM , .) a au moins un zéro dans U et don,
en utilisant l'équation de Lipmann-Shwinger, que ∆+χrSM a une résonane dans
U ⊂ D+N \ Res(∆). Cette dernière armation ontredit le résultat de la setion
préédente. En onlusion, sur D+N , on a montré que
Res(∆ + V ) ⊂ Res(∆).
Un autre argument pour loaliser les résonanes
Dans e paragraphe je vais dérire une autre façon de montrer que, sur D+N ,
Res(∆+ V ) ⊂ Res(∆). Cet argument n'utilise plus expliitement le déalage réé
par les omposantes S
1
homogènes de V mais il utilise les déterminants régularisés
et bien sûr l'ation de S
1
. Il est dû à Christiansen ([Chr08℄).
On onsidère W (z) :=
∞∑
m=1
zmVm dont on suppose qu'il vérie les hypothèses
du théorème 4 et don il est holomorphe pour z ∈ D(0, 1), le disque ouvert de C
de entre 0 et de rayon 1. Déjà, on peut remarquer que W (1) = V et que, grâe à
l'homogénéité des Vm, on a pour tout θ ∈ R et r ∈ R+, W (reiθ) = eiθ.W (r). On
rappelle que pour toute fontion f dénie sur X, on note eiθ.f l'appliation qui à
x ∈ X assoie f(e−iθ.x). Don en tant qu'opérateur de multipliation sur L2(X)
on a W (reiθ) = R∗θW (r)(R
−1
θ )
∗
où on note R∗θ l'opérateur qui a une fontion
f ∈ L2(X) assoie eiθ.f . Pour λ ∈ D+N \ Res(∆) et z ∈ D(0, 1), on onsidère
H(z, λ) := detq
(
I + ρ−NW (z)R˜0(λ)ρ
N
)
.
H(., λ) est holomorphe sur D(0, 1). Comme l'ation de S1 est isométrique, les Rθ
ommutent ave R˜0(λ) et ave ρ, don, ave la remarque faite surW (re
iθ), H(., λ)
est onstante sur le erle de entre 0 et de rayon r. Elle est don onstante sur
D(0, 1) et on en déduit par ontinuité que H(1, λ) = H(0, λ) = 1, 'est-à-dire
que detq
(
I + ρ−NV R˜0(λ)ρ
N
)
ne s'annule pas pour λ ∈ D+N \ Res(∆), 'est-à-dire
Res(∆ + V ) ⊂ Res(∆).
3.1.4 Persistane des résonanes du laplaien libre
Montrons que, sur D+N , les résonanes du laplaien libre restent des résonanes
de ∆ + V , 'est-à-dire que Res(∆) ⊂ Res(∆ + V ) et que leur multipliité est
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onservée. Pour e faire on va utiliser la théorie des perturbations des résonanes
d'Agmon dérite dans l'annexe pour se ramener à un problème de valeurs propres.
Soit λ0 ∈ Res(∆) de multipliité m. Considérons un domaine U ⊂ D+N de
bord lisse Γ tel que U ∩ Res(∆) = {λ0}. Si le potentiel V vérie les hypothèses
du théorème 4 alors, pour tout t ≥ 0, tV vérient enore es hypothèses. On peut
don appliquer la setion préédente : on a, pour tout t ≥ 0, Res(∆+tV ) ⊂ Res(∆)
et don
Res(∆ + tV ) ∩ U ⊂ {λ0}.
Introduisons l'ensemble suivant
E := {t0 ≥ 0 ; ∀t ∈ [0, t0], Res(∆ + tV ) ∩ U = {λ0} ave la multipliité m},
dont on va montrer par onnexité qu'il est égal à [0,+∞[. Déjà il est non vide ar
par dénition de λ0, 0 ∈ E.
Soit t0 ∈ E, on va montrer, grâe à la théorie d'Agmon qu'il existe δ > 0 tel
que ]t0 − δ, t0 + δ[⊂ E. On ommene par dénir le Banah
BΓ = {f ∈ ρ−NL2(X) ; f = g+
∫
Γ
R˜t0V (ξ)Φ(ξ)dξ, g ∈ ρNL2(X),Φ ∈ C(Γ, ρNL2(X))},
où C(Γ, ρNL2(X)) est l'espae des fontions ontinues sur Γ à valeurs dans ρNL2(X).
L'espae BΓ est muni de la norme
‖f ‖BΓ= inf
g,Φ
(‖g‖ρNL2(X) + ‖Φ‖C(Γ,ρNL2(X))),
où l'inmum est pris sur toutes les g ∈ ρNL2(X) et les Φ ∈ C(Γ, ρNL2(X))
telles que f = g +
∫
Γ R˜t0V (ξ)Φ(ξ)dξ. Sur BΓ on peut dénir, en suivant l'annexe,
l'opérateur (∆ + t0V )
Γ
. Le théorème 10 de l'annexe préise que (∆ + t0V )
Γ
a un
spetre disret dans U qui est exatement l'ensemble des ples de R˜t0V ave les
mêmes multipliités.
Ensuite, dans la dernière partie de l'annexe, on verra que la famille tV vérie
les hypothèses (δ) de l'annexe et qu'on peut don perturber ∆+ t0V par tV . Ainsi
il existe δ > 0 tel que pour tout t ∈] − δ, δ[, on peut dénir sur BΓ l'opérateur
(∆ + t0V + tV )
Γ
. Alors le théorème 13 de l'annexe, nous apprend que, pour tout
t ∈] − δ, δ[, (∆ + t0V + tV )Γ a un spetre disret dans U qui est exatement
l'ensemble des ples de R˜t0V+tV ave les mêmes multipliités.
Maintenant, on est ramené à un problème de valeurs propres. Grâe à la théorie
de Kato ([Kat66℄), on sait, quitte à avoir hoisi δ assez petit, que les valeurs propres
de (∆ + t0V + tV )
Γ
dans U sont ontinues pour tout t ∈] − δ, δ[. Comme es
valeurs propres sont aussi les résonanes de ∆+ t0V + tV dont on a vu qu'elles ne
pouvaient exister en dehors de λ0, λ0 est don l'unique valeur propre dans U de
(∆+ t0V + tV )
Γ
, pour tout t ∈]− δ, δ[, et elle est de multipliité onstante . Don,
grâe à notre orrespondane, λ0 est l'unique résonane dans U de ∆+ t0V + tV ,
pour tout t ∈]−δ, δ[, et elle est de multipliité onstante. C'est-à-dire ]t0−δ, t0+δ[⊂
E et E est don ouvert.
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Pour montrer que E est fermé on refait le même raisonnement sur le om-
plémentaire de E. Si t0 > 0 n'appartient pas à E, alors λ0 est une résonane de
multipliité stritement inférieure à m (peut-être nulle) de ∆+t0V . En perturbant
et opérateur par tV et en utilisant la orrespondane d'Agmon, on montre omme
préédemment que λ0 reste une résonane de multipliité stritement inférieure à
m de ∆+ tV pour t dans un voisinage de t0.
Don nalement E = [0,+∞[ et on peut prendre t0 = 1 pour obtenir que dans
U , Res(∆ + V ) = Res(∆) ave la même multipliité. On peut refaire e dernier
raisonnement au voisinage de haune des résonanes du laplaien libre et obtenir
que sur tout D+N on a bien Res(∆+ V ) = Res(∆), e qui ahève la démonstration
du théorème 4.
3.1.5 Un exemple de roissane de l'ordre des résonanes
Les potentiels isorésonants introduits dans le théorème 4 ne peuvent pas être
détetés par la seule donnée de l'ensemble des résonanes et de leur multipliité.
On peut alors se demander si leur présene peut se voir sur l'ordre des résonanes.
On va montrer sur un exemple qu'il existe des potentiels vériant le théorème 4
qui modient l'ordre des résonanes.
On se plae sur l'espae hyperbolique H
2
, ave omme modèle R
+×S1 ave les
oordonnées (r, θ) et la métrique g = dr2+sh(r)2dθ2. On a déjà signalé ([GZ95a℄)
que les résonanes du laplaien libre sont tous les entiers négatifs ou nuls et que
la multipliité de −k, k ∈ N, est elle de k(k + 1) en tant que valeur propre du
laplaien sur la sphère S
2
'est-à-dire 2k+1. De plus es résonanes sont d'ordre 1.
Soit F := {Vm(r)eimθ;m ∈ Z\{0}, Vm ∈ L∞c (R+)}, 'est une famille de potentiels
isorésonants d'après le théorème 4. Dans e adre on va montrer le résultat suivant :
Proposition 11 Sur l'espae hyperbolique H
2
, pour tout k ∈ N \ {0}, il existe
un potentiel V ∈ F := {Vm(r)eimθ;m ∈ Z \ {0}, Vm ∈ L∞c (R+)} tel que −k est
une résonane de ∆+ V d'ordre stritement plus grand que 1.
Preuve : Soit k ∈ N\{0}, supposons par l'absurde que, pour tout V ∈ F , −k reste
une résonane d'ordre 1 de ∆+ V .
Pour tout V ∈ F , la résolvante (∆+ V − λ(1− λ))−1 admet un prolongement
R˜V méromorphe sur D
+
N = {λ ∈ C; Reλ > 12 − N} ontenant −k si N est assez
grand, et e en tant qu'opérateur de B0 := ρ
NL2(H2) sur B1 := ρ
−NL2(H2) où ρ
est une fontion dénissant le bord d'une ompatiation de H
2
. B0 et B1 sont
duaux l'un de l'autre grâe à la forme symétrique et non dégénérée :
〈u, v〉 =
∫
Hn
uv dvol(g).
On remarque que, pour tout t ∈ R et tout V ∈ F , on a tV ∈ F . D'après notre
hypothèse, pour λ dans un voisinage de −k, on a
R˜tV (λ) = (λ+ k)
−1S(t) +H(t, λ),
37
Potentiels isorésonants
ave H(t, .) holomorphe à valeurs dans L(B0, B1) et S(t) opérateur de rang ni
dans L(B0, B1).
Appliquons la théorie des perturbations d'Agmon (voir l'annexe). Considérons
un domaine U ⊂ D+N de bord lisse Γ tel que U ∩Res(∆) = {−k}. On dénit alors
le Banah BΓ orrespondant
BΓ = {f ∈ B1 ; f = g +
∫
Γ
R˜0(ξ)Φ(ξ)dξ, g ∈ B0,Φ ∈ C(Γ, B0)}.
On a B0 ⊂ BΓ ⊂ B1.
Il existe alors δ > 0 tel que, pour tout V ∈ F et tout t ∈] − δ, δ[, on peut
dénir les opérateurs (∆+ tV )Γ sur BΓ et leur résolvante R
Γ
tV . Le théorème 13 de
l'annexe dit que (∆ + tV )Γ a un spetre disret dans U et qu'il orrespond aux
résonanes de ∆+ tV dans U ave les mêmes multipliités et ordres. Don pour
λ prohe de −k dans U on a
RΓtV (λ) = (λ+ k)
−1SΓ(t) +HΓ(t, λ), (3.2)
ave HΓ(t, .) holomorphe à valeurs dans L(BΓ) et SΓ(t) opérateur de rang ni
dans L(BΓ). De plus on sait, ave la proposition 16 de l'annexe, que S(t) et SΓ(t)
ont la même image et qu'ils oïnident sur B0.
Soit V ∈ F , pour tout t ∈]− δ, δ[ et φ ∈ BΓ on pose ψ(t) := SΓ(t)φ. De (3.2)
on tire pour tout t ∈]− δ, δ[,
((∆ + tV )Γ + k(k + 1))ψ(t) = 0.
ψ(t) est dérivable en t omme SΓ(t) (ar SΓ(t) = 12πi
∫
Γ(∆
Γ+ tV −λ(1−λ))−1dλ),
don on peut dériver ette dernière égalité en t = 0 et obtenir
V ψ(0) + (∆Γ + k(k + 1))ψ′(0) = 0.
Appliquons SΓ(0) à ette dernière égalité. En utilisant, SΓ(0)(∆Γ + k(k + 1)) =
(∆Γ + k(k + 1))SΓ(0) = 0, ar
SΓ(0) =
1
2πi
∫
Γ
(∆Γ − λ(1− λ))−1dλ,
et que −k(k + 1) est une valeur propre d'ordre 1 de ∆Γ, on obtient
SΓ(0)V ψ(0) = 0.
Comme ψ(0) ∈ Ran SΓ(0) = Ran S(0), il existe f0 ∈ B0 telle que ψ(0) = S(0)f0 =
SΓ(0)f0. De plus S
Γ(0)V ψ(0) ∈ BΓ ⊂ B1, on peut évaluer :
〈SΓ(0)V ψ(0), f0〉 = 0.
Ensuite, omme le laplaien est un opérateur réel, il est symétrique pour 〈., .〉
et don la résolvante, R˜0(λ), aussi, d'abord pour Re(λ) >
1
2 puis sur tout D
+
N par
prolongement analytique. Finalement SΓ(0) est symétrique pour 〈., .〉. Don
〈V ψ(0), SΓ(0)f0〉 = 〈V ψ(0), ψ(0)〉 = 0,
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et e pour tout V ∈ F .
Ainsi, pour tout m ∈ Z \ {0} et tout Vm ∈ L∞c (R+) on a∫ 2π
0
eimθ
∫
R+
Vm(r)ψ(0)
2(r, θ)dvol(g) = 0.
Ce qui implique que pour tous les états résonants ψ(0) du laplaien libre, ψ(0)2
ne dépend pas de θ. Or, en onsidérant l'expression du laplaien hyperbolique et
en prenant sa déomposition selon
⊕
ℓ∈Z
(L2(R+, shrdr)⊗ eiℓθ), on obtient des états
résonants de la forme ψ(0)(r, θ) = ψℓ(r)e
iℓθ
ave |ℓ |≤ k et ψℓ des fontions hyper-
géométriques (voir l'annexe de [GZ95b℄) et alors, pour ℓ 6= 0, ψ(0)2 va dépendre
de θ d'où une ontradition.
Don il existe V ∈ F tel que−k soit une résonane de∆+V d'ordre stritement
plus grand que 1. 
3.2 Ations de (S1)m
3.2.1 Énoné du résultat
On onsidère ette fois une variété riemannienne (X, g) qui possède une a-
tion isométrique de (S1)m. On rappelle qu'on a la déomposition en omposantes
isotypiques suivante :
L2(X) =
⊕
(j1,...,jm)∈Zm
L2j1,...,jm(X).
On rappelle qu'on note j := (j1, . . . , jm) ∈ Zm et Pj la projetion sur L2j(X). On
adapte l'hypothèse D à l'ation de (S1)m sans en hanger le ontenu,
Hypothèse D' : pour tout ompat K ⊂ X il existe une variété ompate à bord
K˜ diéomorphe à un ompat de X ontenant K, possédant une ation de (S1)m,
munie d'une métrique lisse g˜ telle que g˜|K = g|K . On suppose aussi que g˜ peut
s'érire sous la forme dδ2 + h˜∂K˜ dans un voisinage du bord ∂K˜ de K˜, ave δ une
fontion (S1)m invariante dénissant le bord de K˜ et h˜ indépendante de δ et enn
telle que l'ation de (S1)m sur (K˜, g˜) soit isométrique.
Le théorème suivant donne des potentiels isorésonants onstruits grâe à l'a-
tion de (S1)m.
Théorème 5 Soit (X, g) une variété riemannienne qui possède une ation iso-
métrique de (S1)m vériant l'hypothèse D'. On suppose que l'hypothèse AN,ρ est
vériée pour un N > 0 et une fontion ρ invariante sous l'ation de (S1)m et qu'on
a don un prolongement méromorphe-ni de la résolvante du laplaien libre sur
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un domaine D+N .
Soit V le potentiel
V =
+∞∑
i=1
Vωi ,
où, pour tout i ∈ N \ {0}, on a ωi ∈ Zm et il existe h ∈ Rm tel que 〈h, ωi〉 >
0 (produit salaire eulidien) pour tout i. De plus on suppose que, pour tout i,
Vωi ∈ L2ωi(X) et
+∞∑
i=1
‖ Vωi ‖∞< +∞. Si V vérie aussi l'hypothèse BN,ρ, et si
pour tout λ ∈ D+N \ Res(∆), ρ−(N+1)V R˜0(λ)ρN est dans une lasse de Shatten
Sq, q ∈ N \ {0},
alors, sur D+N , on a Res(∆ + V ) = Res(∆) et les multipliités oïnident.
Comme premiers exemples de variétés sur lesquelles on peut onstruire de tels
potentiels, on peut iter l'espae eulidien R
n
et l'espae hyperbolique H
n
ave
n ≥ 2m. En eet, on peut voir Rn omme R2m×Rn−2m et prendre omme ation
de (S1)m
m⊕
k=1
R(θk)⊕ IdRn−2m ,
où θk ∈ [0, 2π) et on a noté R(φ) la rotation d'angle φ sur R2. On peut prendre
la même ation de (S1)m sur Hn en onsidérant le modèle de Poinaré. Pour la
ondition D', elle est vériée de la même façon que dans le as de S
1
.
On pourrait aussi perturber ∆ + V0 au lieu de ∆ ave un V0 invariant sous
l'ation de (S1)m. On a alors les mêmes restritions que dans le as de S1, 'est-
à-dire que V0 est soit à support ompat, soit il est susamment déroissant à
l'inni sans être à support ompat, mais dans e dernier as on ne peut prendre
que des V à support là où le bré des orbites prinipales est trivial.
Avant de prouver le théorème 5 en utilisant les déalages induits par es po-
tentiels sur les espaes de symétrie, établissons les liens qui existent entre l'ation
de (S1)m et l'ation de S1.
3.2.2 Comparaison ave l'ation de S1
Tout d'abord si (S1)m agit sur X de manière isométrique alors 'est aussi le
as de S
1
. Il sut de restreindre l'ation de (S1)m, en posant par exemple, pour
α ∈ [0, 2π) et x ∈ X,
eiα.x = (eip1α, . . . , eipmα).x,
ave (p1, . . . , pm) ∈ Zm qu'on peut hoisir. En fait, grâe à ette remarque, on
peut démontrer le théorème 5 en se servant uniquement de e qui a déjà été fait
préédemment ave l'ation de S1. En eet, pour la loalisation des résonanes
de ∆ + V dans D+N ∩ Res(∆), on peut, omme dans le as de S1, utiliser les
déterminants régularisés et la onvergene de
+∞∑
i=1
‖ Vωi ‖∞ pour prouver que, si
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∆+V a une résonane dans D+N \Res(∆), alors il existe M ≥ 1 tel que ∆+
M∑
i=1
Vωi
a aussi une résonane dans D+N \Res(∆). On s'est don ramené à une somme nie.
Alors il existe h′ = (p1, . . . , pm) ∈ Zm tel que, pour tout 1 ≤ i ≤M , 〈h′, ωi〉 >
0. On restreint alors l'ation de (S1)m en une ation de S1 en posant omme
expliqué préédemment
eiα.x = (eip1α, . . . , eipmα).x, x ∈ X.
On remarque qu'alors les Vωi sont S
1
homogènes de poids 〈h′, ωi〉 tous stritement
positifs. On peut alors se servir du déalage réé par es potentiels sur les ompo-
santes isotypiques de L2(X) sous ette ation de S1 pour prouver que ∆+
M∑
i=1
Vωi
ne peut pas avoir de résonane dans D+N \Res(∆) et don ∆+ V non plus. Enn
pour montrer l'autre inlusion, 'est-à-dire Res(∆) ⊂ Res(∆ + V ), on utilise la
théorie d'Agmon exatement omme dans le as de S
1
.
Malgré ette preuve possible, je trouve plus satisfaisant de prouver le théorème
5 en utilisant vraiment l'ation de (S1)m, 'est don e que je ferai dans la setion
suivante.
Le fait qu'on s'intéresse tout de même à l'ation du tore réside dans le fait
suivant. Les potentiels V =
∞∑
i=1
Vωi où les ωi sont tels que 〈h, ωi〉 > 0 ave h ∈ Rm
à oordonnées irrationnelles ne peuvent pas tous s'érire omme une somme de
potentiels S
1
homogènes de poids tous de même signe. L'ation de (S1)m permet
don de onstruire plus de potentiels que l'ation de S
1
.
3.2.3 Preuve utilisant l'ation de (S1)m
Établissons une preuve du théorème 5 qui utilise diretement l'ation de (S1)m.
Pour ela on ommene par rappeler que grâe à l'hypothèse D', on peut appliquer
la proposition 9 du hapitre préédent et en déduire, omme dans le as de S
1
,
une minoration de la résolvante sur les espaes de symétrie.
On se plae don dans le adre du théorème 5 en se donnant une famille de
(ωi)1≤i≤M ∈ Zm, qui vérie pour tout i, 〈h, ωi〉 > 0, ave h ∈ Rm donné. Alors on
a
Lemme 12 Soit λ ∈ D+N \ Res(∆) et χ ∈ C∞c (X), invariante sous l'ation de
(S1)m. Pour tout j ∈ Zm, il existe une onstante C > 0 dépendant de λ, χ, j telle
que, pour tout (n1, . . . , nM) ∈ ZM , tous de même signe, on ait
‖χR˜0(λ)Pj+ ∑
1≤i≤M
niωiχ‖≤
C
1 +
M∑
i=1
n2i
.
Preuve : 'est exatement la même preuve que pour le lemme 10 en utilisant la
proposition 9 au lieu de 8.
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Démontrons maintenant le théorème 5. On ommene par étudier les sommes
partielles tronquées de V , χSM , où χ ∈ C∞c (X) est invariante sous l'ation de
(S1)m et SM :=
M∑
i=1
Vωi . Pour montrer que Res(∆+χSM ) ⊂ Res(∆), on est amené
par la théorie de Fredholm à montrer qu'il n'y a pas de solution L2 non nulle à
l'équation
u = −ρ−NχSM R˜0(λ)ρNu, λ ∈ D+N \Res(∆).
On projette ette équation en notant uj := Pju et en utilisant les déalages induits
par les Vωi :
Vωi : L
2
j → L2j+ωi .
D'où, pour tout j ∈ Zm, on a
uj = −
M∑
i=1
ρ−NχVωiR˜0(λ)ρ
Nuj−ωi . (3.3)
Or, pour tout i, ‖ Vωi ‖∞≤
∞∑
i′=1
‖ Vωi′ ‖∞< +∞, don les ρ−NχVωiR˜0(λ)ρN sont
des opérateurs uniformément (en i) bornés. Don il existe une onstante C telle
que, pour tout j ∈ Zm,
‖uj ‖ ≤ C(
M∑
i=1
‖uj−ωi ‖) (3.4)
On veut montrer que ‖uj ‖= 0, pour tout j ∈ Zm. On xe j et on applique le
lemme 12 à l'équation (3.3). On obtient que, pour tout (n1, . . . , nM ) ∈ ZM ,
‖uj+ ∑
1≤i≤M
niωi ‖≤ ε(n1, . . . , nM )(
M∑
k=1
‖uj+ ∑
1≤i≤M
niωi−ωk ‖),
où ε(n1, . . . , nM ) tend vers 0 quand
M∑
i=1
n2i tend vers +∞. Alors il existe L > 0 tel
que pour tout (n1, . . . , nM ) ∈ ZM qu'on hoisit tous négatifs et tels que
M∑
i=1
n2i ≥ L,
on a
‖uj+ ∑
1≤i≤M
niωi ‖≤
1
CM2
(
M∑
k=1
‖uj+ ∑
1≤i≤M
niωi−ωk ‖),
où C est la onstante introduite dans (3.4). Comme on a hoisi les ni tous négatifs,
on peut itérer ℓ fois l'inégalité préédente (à haque itération
M∑
i=1
n2i roît), on
obtient que, pour tout ℓ ∈ N,
‖uj+ ∑
1≤i≤M
niωi ‖≤ (
1
CM2
)ℓ(
M∑
k1=1
. . .
M∑
kℓ=1
‖uj+ ∑
1≤i≤M
niωi−
∑
1≤p≤ℓ
ωkp
‖) (3.5)
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Soit ε > 0, omme (uj)j∈Zm ∈ ℓ2(Zm), il existe N > 0 tel que, pour tout
(n1, . . . , nM ) ∈ ZM tels que
M∑
i=1
n2i ≥ N ,
‖uj+ ∑
1≤i≤M
niωi ‖≤ ε (3.6)
Ensuite on part de (3.4) qu'on itère T fois, ela donne
‖uj ‖≤ CT (
M∑
k1=1
. . .
M∑
kT=1
‖uj− ∑
1≤p≤T
ωkp
‖).
Si on prend T susamment grand, tous les termes qui apparaissent dans la somme
multiple de l'inégalité préédente sont de la forme ‖uj+ ∑
1≤i≤M
niωi ‖ ave des ni tous
négatifs et tels que
M∑
i=1
n2i ≥ max(N,L). On peut don appliquer (3.5) sur haun
de es termes, puis (3.6) pour avoir que, pour tout ℓ,
‖uj ‖≤ C
TMT
(CM2)ℓ
M ℓε,
puis on peut prendre ℓ = T et alors
‖uj ‖≤ ε.
On obtient bien que, pour tout j ∈ Zm, ‖ uj ‖= 0, et don u = 0. Cela
prouve que, sur D+N , on a Res(∆+χSM ) ⊂ Res(∆). Ensuite on peut obtenir ette
inlusion pour V en utilisant les déterminants régularisés de la même façon que
dans le as de l'ation de S
1
. Enn, on onlut en utilisant la théorie d'Agmon pour
prouver l'autre inlusion : Res(∆) ⊂ Res(∆ + V ) et don l'égalité de l'ensemble
des résonanes ave multipliité. Cei ahève la preuve du théorème 5.
3.3 Ations de SO(n)
3.3.1 Énoné du résultat
On onsidère une ation isométrique de SO(n) sur une variété riemannienne
X de dimension n ≥ 3. On suppose que l'hypothèse C du hapitre 1 (X \ {O} ≈
R
+ \ {0} × Sn−1) est vériée et on a don
L2(X) =
⊕
k∈N
L2(R+)⊗Hk,
où lesHk := Ker (∆Sn−1−k(k+n−2)), k ∈ N, sont les espaes propres du laplaien
sur la sphère S
n−1
. On rappelle que l'ation de soCn sur H
k
permet de dénir un
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veteur de poids maximal noté vkmax qui engendre le sous-espae de poids maximal
Hk
ωkmax
et on a alulé vkmax = (x1 + iy1)
k
. On rappelle aussi la notation
L2(X)+ :=
⊕
k∈N
L2(R+)⊗Hkωkmax,
et on notera Pk la projetion de L
2(X)+ sur L2(R+)⊗Hk
ωkmax
.
Théorème 6 Soit (X, g) une variété riemannienne de dimension n ≥ 3 qui pos-
sède une ation isométrique de SO(n) vériant l'hypothèse C. On suppose que
l'hypothèse AN,ρ est vériée pour un N > 0 et une fontion ρ invariante sous l'a-
tion de SO(n) et qu'on a don un prolongement méromorphe-ni de la résolvante
du laplaien libre sur un domaine D+N .
Soit V le potentiel
V =
+∞∑
k=1
Vk,
où, pour tout k, Vk ∈ L2(R+) ⊗ Hkωkmax et supk
‖ Vk ‖∞< +∞. Si V vérie aussi
l'hypothèse BN,ρ, et si pour tout λ ∈ D+N \ Res(∆), ρ−(N+1)V R˜0(λ)ρN est dans
une lasse de Shatten Sq, q ∈ N \ {0},
alors, sur D+N , on a Res(∆ + V ) = Res(∆) et les multipliités oïnident.
Parmi les exemples de variétés sur lesquelles on peut appliquer le théorème
6 et obtenir des potentiels isorésonants, on a l'espae eulidien R
n
, l'espae hy-
perbolique H
n
et aussi des variétés asymptotiquement hyperboliques ou à bouts
ylindriques qui possèdent une ation isométrique de SO(n).
Si X possède une ation isométrique de SO(n) elle possède aussi une ation
isométrique de S
1
. Comparons les potentiels trouvés. Par l'hypothèse C, X est
diéomorphe à R
+ \ {0} × Sn−1 et SO(n) agit sur le fateur Sn−1. Prenons sur
S
n−1
les oordonnées hypersphériques (φ1, . . . , φn−1) ∈ [−π2 , π2 ]n−2 × [0, 2π), alors
on peut onsidérer l'ation de S
1
sur X dénie par
eiθ.(r, φ1 . . . , φn−1) = (r, φ1 . . . , φn−1 − θ).
Si on onsidère les omposantes Vk ∈ L2(R+)⊗Hkωkmax de V elles s'érivent
Vk(r, φ1 . . . , φn−1) = sk(r)v
k
max(φ1 . . . , φn−1) = sk(r)(
n−2∏
i=1
cosφi)
keikφn−1 .
En eet on a vkmax = (x1+iy1)
k
ave x1 = (
n−2∏
i=1
cosφi) cosφn−1 et y1 = (
n−2∏
i=1
cosφi) sinφn−1.
Finalement Vk est S
1
homogène de poids k pour l'ation de S1 dérite préédem-
ment.
En onlusion la famille des potentiels onstruits grâe à l'ation de SO(n) est
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inluse dans elle des potentiels onstruits grâe à l'ation de S
1
, sur les variétés
remplissant les onditions du théorème 6.
Pourquoi alors s'intéresser à l'ation de SO(n) ? En fait, omme on va le voir,
la preuve du théorème 6 ne fait pas intervenir la minoration du bas du spetre du
laplaien sur les espaes de symétrie ontrairement aux as des ations du erle ou
du tore. Cela simplie un peu la preuve et par exemple nous autorise à perturber
∆ + V0 au lieu de ∆ ave moins de restritions sur le V0. Il faut toujours que V0
soit invariant sous l'ation, ii de SO(n), mais on peut le prendre à support non
ompat sans avoir à restreindre le support des perturbations V . Dans les as du
erle et du tore on avait besoin de la ompaité du support de V0 pour pouvoir
appliquer le théorème 3 de Colin de Verdière à ∆+ V0. On pouvait se passer du
théorème de Colin de Verdière mais alors on ne pouvait minorer le spetre de
∆ + V0 sur les espaes de symétrie que là où le bré des orbites prinipales est
trivial et il fallait don y restreindre le support de V .
Prouvons le théorème 6 ; on ne détaillera vraiment que e qui dière du as S
1
.
3.3.2 Passage de L2(X) à L2(X)+
On ommene par étudier Res(∆+ χV ), sur D+N , ave χ ∈ C∞c (X) invariante
sous l'ation de SO(n). On peut érire l'équation de Lipmann-Shwinger et obtenir
que, si λ0 ∈ Res(∆ + χV ) ∩ (D+N \Res(∆)), alors il existe u ∈ L2(X) non triviale
telle que (
I + ρ−NχV R˜0(λ0)ρ
N
)
u = 0.
Le but est de prouver qu'on peut hoisir u dans L2(X, g)+ :
Lemme 13 Pour λ0 ∈ Res(∆ + χV ) ∩ (D+N \ Res(∆)), il existe w ∈ L2(X, g)+
non triviale telle que (
I + ρ−NχV R˜0(λ0)ρ
N
)
w = 0.
Preuve : omme ρ−NχV R˜0(λ0)ρ
N : L2(X) → L2(X) est un opérateur ompat,
le sous-espae H−1 := Ker
(
I + ρ−NχV R˜0(λ0)ρ
N
)
est de dimension nie.
Ave les notations du hapitre préédent (g := soCn) on peut remarquer que,
pour tout ξ ∈ g+, H−1 est stable par Dξ. En eet, par dénition des veteurs de
poids maximal on a DξV =
∞∑
k=1
DξVk = 0. De plus, omme l'ation de SO(n) est
isométrique, Dξ ommute ave le laplaien et don ave R˜0(λ0). Enn Dξ ommute
ave ρ et χ ar elles sont invariantes sous l'ation de SO(n) par hypothèse. Don
si u ∈ H−1 alors u = −ρ−NχV R˜0(λ0)ρNu et
Dξu = −ρ−NχDξ(V R˜0(λ0)ρNu)
= −ρ−Nχ(Dξ(V )R˜0(λ0)ρNu+ V Dξ(R˜0(λ0)ρNu))
= −ρ−NχV R˜0(λ0)ρNDξu,
45
Potentiels isorésonants
et don Dξu ∈ H−1.
Ainsi, on a une représentation nie de g+ sur H−1. Or g+ est une algèbre
nilpotente. Cela vient du fait qu'il n'y a qu'un nombre ni de raines positives de
g et du alul suivant : si ξ ∈ gα et ζ ∈ gβ alors ad(ξ)(ζ) ∈ gα+β. En eet, pour
tout σ ∈ h, on a
ad(σ)([ξ, ζ]) = [σ, [ξ, ζ]] = [ξ, [σ, ζ]] + [[σ, ξ], ζ]
= [ξ, β(σ)ζ] + [α(σ)ξ, ζ]
= (α+ β)(σ)[ξ, ζ].
Alors le théorème de Engel (voir par exemple [FH91℄ p.125) dit qu'il existe un
veteur non nul w ∈ H−1 tel que Dξw = 0 pour tout ξ ∈ g+.
On peut déomposer w :
w =
∑
k∈N
wk, wk ∈ L2(R+)⊗Hk,
et pour ξ ∈ g+ on a
Dξw =
∑
k∈N
Dξwk = 0,
ave Dξwk ∈ L2(R+) ⊗Hk. Comme la somme préédente est direte, on a, pour
tout k, wk ∈ (L2(R+)⊗Hk)
⋂
( ∩
ξ∈g+
KerDξ). Mais, ave le lemme 6 du hapitre 1,
on a (L2(R+)⊗Hk)⋂( ∩
ξ∈g+
KerDξ) = L
2(R+)⊗Hk
ωkmax
. Finalement, pour tout k,
wk ∈ Hkωkmax et w ∈ L
2(X)+. 
3.3.3 Déalage et n de la preuve du théorème 6
Supposons qu'il existe λ0 ∈ Res(∆ + χV ) ∩ (D+N \ Res(∆)), et prenons un
w ∈ L2(X)+ non trivial donné par le lemme 13 et qui vérie
(
I + ρ−NχV R˜0(λ0)ρ
N
)
w = 0.
Pour tout j ∈ N, on note wj := Pjw ∈ L2(R+) ⊗Hj
ωjmax
. Les Pj ommutent ave
ρ, χ ar es dernières sont invariantes sous l'ation de SO(n) et ave R˜0(λ0) ar
l'ation est isométrique. On a
wj = Pj
(− ρ−NχV R˜0(λ0)ρNw) = − ∞∑
k=1
ρ−2NχPj
(
Vkρ
N R˜0(λ0)ρ
Nw
)
.
De plus on a déjà vu que, pour tout ξ ∈ g+, Dξ ommute ave R˜0(λ0) et ρ. Don,
si w ∈ L2(X)+ alors ρN R˜0(λ0)ρNw ∈ L2(X)+ et on peut érire ρN R˜0(λ0)ρNw =
∞∑
ℓ=0
Pℓ(ρ
N R˜0(λ0)ρ
Nw).
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Utilisons le déalage réé par les veteurs de poids maximal qui est dérit par
le lemme 7 du hapitre 1, 'est-à-dire :
Vk : L
2(R+)⊗Hℓωℓmax → L
2(R+)⊗Hℓ+k
ωℓ+kmax
.
D'où
wj = −
∞∑
k=1
ρ−2NχVkPj−k
(
ρN R˜0(λ0)ρ
Nw
)
wj = −
∞∑
k=1
ρ−2NχVkρ
N R˜0(λ0)ρ
NPj−k(w).
Grâe à l'hypothèse sup
k
‖Vk ‖∞< +∞, les opérateurs ρ−2NχVkρN R˜0(λ0)ρN sont
uniformément bornés en k et don il existe une onstante C telle que, pour tout
j ∈ N,
‖ wj ‖≤ C
∞∑
k=1
‖ wj−k ‖ .
Ave ette inégalité et le fait que wj = 0 pour tout j ≤ 0, on obtient wj = 0 pour
tout j ∈ N et don w = 0 e qui ontredit notre hypothèse.
Finalement on a montré que pour tout χ ∈ C∞c (X) invariante sous l'ation de
SO(n), on a D+N ∩ Res(∆ + χV ) ⊂ Res(∆).
Ensuite on passe de χV à V omme dans le as de l'ation de S1. On introduit
une famille (χr) de fontions lisses à support ompat et invariantes sous l'ation
de SO(n) telle que ‖(χr−1)ρ‖∞ tend vers 0 quand r tend vers +∞. On utilise l'hy-
pothèse ρ−(N+1)V R˜0(λ)ρ
N ∈ Sq pour aratériser les résonanes de ∆+V omme
les zéros de la fontion holomorphe en λ, F (V, λ) := detq
(
I+ρ−NV R˜0(λ)ρ
N
)
. En-
n par le théorème de Rouhé on montre que si R˜V a un ple dans D
+
N \ Res(∆)
alors, il existe r tel que R˜χrV en a aussi un e qui ontredit e qu'on vient de faire
dans le paragraphe préédent. D'où D+N ∩Res(∆ + V ) ⊂ Res(∆).
Enn on montre D+N∩Res(∆) ⊂ Res(∆+V ) et en fait l'égalité ave multipliité
en utilisant la théorie des perturbations des résonanes d'Agmon et e exatement
de la même façon que dans le as S
1
. Cei ahève la preuve du théorème 6.
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Chapitre 4
Potentiels isorésonants sur la
aténoïde
Dans l'artile [WZ00℄, Wunsh et Zworski onsidèrent des variétés à bord
qui sont réelles analytiques près du bord et munies d'une métrique de satte-
ring holomorphe dans un voisinage du bord. Ils prolongent alors, en utilisant une
méthode de distorsion analytique, la résolvante du laplaien libre (∆ − z)−1 de
{z ∈ C ; Imz < 0} à {z ∈ C ; arg z < 2θ0} pour un θ0 > 0 susamment petit.
Ce prolongement est méromorphe ave des ples de rang ni e qui permet de
dénir les résonanes. Ils donnent l'exemple de la aténoïde. Comme S
1
agit iso-
métriquement sur ette variété, on pourrait essayer d'y onstruire des potentiels
isorésonants. Mais la théorie des perturbations des résonanes d'Agmon, dont on
s'est servi de manière ruiale dans le hapitre préédent, ne s'applique plus dans
e adre. Néanmoins, grâe à la distorsion analytique, on réupère des résultats
sur les perturbations des résonanes e qui va nous permettre de onstruire des
potentiels isorésonants sur la aténoïde.
4.1 Énoné du résultat
La aténoïde est la surfae X diéomorphe au ylindre R × S1 et munie de
la métrique g = dr2 + (r2 + a2)dα2 ave (r, eiα) ∈ R × S1 et a une onstante
stritement positive. On prend x = 1|r| en dehors de {r = 0} omme fontion
dénissant le bord à l'inni de X, ∂∞X, qui est onstitué de deux opies de S
1
.
On a, au voisinage du bord, g = dx
2
x4
+ (1+a
2x2)dα2
x2
qui est don une métrique dite
de sattering, au sens de Melrose ([Mel95℄).
La aténoïde est un exemple ité par Wunsh et Zworski dans [WZ00℄ et on
peut don y appliquer leur théorème 1. Ce théorème arme qu'il existe θ0 > 0 tel
que la résolvante du laplaien libre (∆− z)−1 se prolonge méromorphiquement de
{z ∈ C ; Imz < 0} à {z ∈ C ; arg z < 2θ0} à valeurs dans les opérateurs de L2c(X)
dans H2loc(X). On notera R˜0 e prolongement. On appelle, omme auparavant,
résonanes ses ples qui sont de rang ni et on note Res(∆) leur ensemble.
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S
1
agit sur la aténoïde de manière isométrique en agissant trivialement sur
le fateur S
1
de X : eiβ.(r, eiα) = (r, ei(α+β)). En se servant de ette ation on va
pouvoir onstruire des potentiels isorésonants de la façon suivante,
Théorème 7 Soit la aténoïde X = (R× S1,dr2+ (r2 + a2)dα2) ave (r, eiα) ∈
R × S1 et a ∈ R \ {0}. On prend x = 1|r| en dehors de {r = 0} omme fontion
dénissant le bord de X. Soit V ∈ xL∞(X) déni par
V (r, eiα) =
∞∑
m=1
Vm(r)e
imα, (r, eiα) ∈ R× S1,
où, pour tout m, Vm ∈ L∞(R). On suppose que sur un voisinage du bord de X,
V (x, eiα) ainsi que toutes ses sommes partielles se prolongent analytiquement sur
U ×W où U est un ouvert de C ontenant {ζ ∈ C; | ζ |≤ 1, 0 ≤ arg ζ ≤ θ0} ave
θ0 > 0 et W est un voisinage de S
1
dans C. On suppose aussi que, sur X et sur
tout ompat de U × W , les sommes partielles de V tendent vers V en norme
innie.
Alors la résolvante (∆+V − z)−1 admet un prolongement méromorphe-ni de
{z ∈ C ; Imz < 0} à {z ∈ C ; arg z < 2θ0} à valeurs dans les opérateurs de
L2c(X) dans H
2
loc(X), et de plus, dans et ouvert, Res(∆ + V ) = Res(∆) ave les
mêmes multipliités.
Illustrons e théorème ave un exemple de potentiel isorésonant sur la até-
noïde. On peut onsidérer
V (x, eiα) =
xeiα
1− ρeiα = x
∞∑
m=1
ρm−1eimα,
ave 0 ≤ ρ < 1 et U = C, W = {ω ∈ C; |ω |< ρ−1}.
On va utiliser la distorsion analytique pour prolonger la résolvante de ∆+ V .
Cette onstrution nous servira aussi pour étudier les perturbations des résonanes
et démontrer l'isorésonane du théorème.
4.2 Distorsion analytique et prolongement de la résol-
vante
4.2.1 Distorsion analytique
On va reprendre la onstrution faite par Wunsh et Zworski dans [WZ00℄ pour
le laplaien libre. On va en rappeler les étapes lés pour montrer qu'elle s'adapte
à l'ajout d'un potentiel vériant les hypothèses du théorème 7 et aussi ar ette
onstrution nous servira pour montrer l'isorésonane.
On ommene par onstruire une famille (Xθ)0≤θ≤θ0 de sous-variétés de C×C
ave θ0 donné dans l'énoné du théorème 7. On les onstruit de façon qu'elles soient
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totalement réelles, 'est-à-dire que, pour tout p ∈ Xθ, on a TpXθ ∩ iTpXθ = {0}
et de dimension maximale. On proède de la manière suivante.
Soient ǫ > 0 et (t0, t1) ∈]0, 1[2 ave t0 < t1, il existe alors une déformation lisse
de [0, 1) dans U qu'on notera γθ(t), t ∈ [0, 1) satisfaisant les propriétés suivantes :
γθ(t) = te
iθ
pour 0 ≤ t < t0
γθ(t) ≡ t pour t > t1
arg γθ(t) ≥ 0 (4.1)
0 ≤ arg γθ(t)− arg γ′θ(t) ≤ ǫ
0 ≤ 2 arg γθ(t)− arg γ′θ(t) ≤ θ + ǫ.
U
1t1t00
θ Reζ = x
Imζ
Fig. 4.1  Le ontour γθ.
On pose alors Xθ = (γθ × ∂∞X) ∪ (X ∩ {x ≥ 1}).
Sur un voisinage du bord de X, la métrique g est de la forme dx
2
x4
+ h
x2
ave
h = (1 + a2x2)dα2 qui se prolonge holomorphiquement sur U ×W . Don grâe
aux hypothèses faites sur V , les oeients de P V := ∆ + V qui est a priori un
opérateur sur X, se prolongent holomorphiquement sur U×W . On note P˜ V l'opé-
rateur diérentiel obtenu par e prolongement. Comme Xθ est totalement réelle et
de dimension maximale, on peut dénir sans ambiguïté (f [SBZ95℄) l'opérateur
diérentiel P Vθ par
∀u ∈ C∞(Xθ), P Vθ u = (P˜ V u˜)|Xθ
où u˜ est un prolongement presque analytique de u 'est-à-dire
u˜ ∈ C∞(U ×W ), u˜|Xθ = u, ∂u˜|Xθ = O(d(.,Xθ)N ), pour tout N.
Lemme 14 Si V ∈ xL∞(X) vérie les hypothèses du théorème 7, alors, pour tout
z ∈ C\e2iθR+, P Vθ −z : H2(Xθ)→ L2(Xθ) est un opérateur de Fredholm d'indie
0.
Preuve : Pour montrer que, pour z ∈ C \ e2iθR+, P Vθ − z est un opérateur de
Fredholm, on peut reprendre exatement les arguments que Wunsh et Zworski
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([WZ00℄) utilisent pour le laplaien libre. Si on note ∆θ la restrition à Xθ du pro-
longement du laplaien, ils remarquent que son symbole prinipal ne s'annule pas.
En fait, grâe aux onditions (4.1), pour t < t0 e symbole prinipal est le symbole
prinipal du laplaien sur X multiplié par e2iθ. De plus, pour z ∈ C \ e2iθR+, le
symbole normal de ∆θ − z, qui est la restrition du symbole de ∆θ − z au bord
∂Xθ = ∂X(voir [Mel94℄ pour une dénition générale), ne s'annule pas non plus.
Le alul pseudodiérentiel développé par Melrose dans [Mel94℄ et rappelé dans
l'appendie A de [WZ00℄, permet alors d'inverser ∆θ − z modulo des opérateurs
ompats. Cela prouve que, pour z ∈ C \ e2iθR+, ∆θ − z est un opérateur de
Fredholm.
Ii la seule diérene est l'ajout du potentiel V . Il ne hange pas le symbole
prinipal et omme il s'annule sur le bord de Xθ il ne hange pas non plus le
symbole normal. On obtient don de la même façon que, pour tout z ∈ C\e2iθR+,
P Vθ − z est un opérateur de Fredholm.
Pour le alul de l'indie, on peut remarquer que l'indie de P Vθ − z est loa-
lement onstant sur {(θ, z); 0 ≤ θ ≤ θ0, z ∈ C \ e2iθR+}. Or il existe z0 ∈ C \ {0 ≤
arg z ≤ 2θ} tel que P V − z0 soit inversible. On ommene par xer θ et on passe
de z à z0 en suivant un hemin ontinu qui évite {arg z = 2θ} puis on passe de θ
à 0 pour obtenir le résultat. C'est-à-dire
ind(P Vθ − z) = ind(P Vθ − z0) = ind(P V − z0) = 0. 
On en déduit par appliation de la théorie des opérateurs de Fredholm,
Corollaire 1 Pour tout 0 ≤ θ ≤ θ0, P Vθ a un spetre disret dans C\e2iθR+ et
de plus, z ∈ C\e2iθR+ est dans le spetre de P Vθ si et seulement si ker(P Vθ −z) 6= 0.
Puis, on obtient le lemme suivant dont la démonstration est exatement la
même que elle, sans potentiel, de Wunsh et Zworski ([WZ00℄).
Lemme 15 Si 0 ≤ θ2 < θ1 < θ0 et si z ∈ C \
⋃
θ2≤θ≤θ1
e2iθR+, alors, pour tout
k ∈ N
dimker(P Vθ1 − z)k = dimker(P Vθ2 − z)k.
On en déduit que pour θ tel que 0 ≤ θ2 ≤ θ ≤ θ0, le spetre de P Vθ dans
{0 ≤ arg z < 2θ2} ainsi que sa multipliité, ne dépendent pas de θ. On a aussi que
e spetre ne dépend pas du γθ hoisi vériant (4.1).
4.2.2 Prolongement de la résolvante
Montrons que la résolvante RV (z) := (∆ + V − z)−1 se prolonge méromor-
phiquement de {z ∈ C ; Imz < 0} à {z ∈ C ; arg z < 2θ0} à valeurs dans les
opérateurs de L2c(X) dans H
2
loc(X).
Soit z tel que arg z < 2θ0 et tel que z ne soit pas une valeur propre de P
V
θ0
.
Prenons f ∈ L2c(X). D'après la dernière remarque du paragraphe préédent, on
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peut hoisir γθ0 et plus partiulièrement le t1 qui le dénit de telle façon que, sur le
support de f , Xθ0 oïnide ave X. Alors f ∈ L2(Xθ0) et il existe don un unique
uθ0 ∈ H2(Xθ0) solution de
(P Vθ0 − z)uθ0 = f.
On va utiliser le lemme suivant dont la preuve est donnée dans [SBZ95℄,
Lemme 16 Soit un ouvert Ω ⊂ Cn, un ompat K ⊂ Ω et une famille ontinue
Xt, t ∈ [0, 1] de sous-variétés totalement réelles de Ω de dimension maximale telles
que Xt ∩ (Ω \ K) = Xt′ ∩ (Ω \ K) pour tous t, t′ ∈ [0, 1]. Soit P˜ un opérateur
diérentiel ave des oeients holomorphes dans Ω tel que PXt (la restrition de
P˜ sur Xt) soit elliptique pour tout t ∈ [0, 1]. Si u est une distribution sur X0 et si
PX0u se prolonge en une fontion holomorphe sur un voisinage de
⋃
t∈[0,1]
Xt alors il
en est de même pour u.
Appliquons e lemme à notre situation. f se prolonge holomorphiquement sur⋃
θ∈[0,θ0]
Xθ, ar les déformations interviennent en dehors de son support. Comme
P Vθ −z reste elliptique pour tout θ ∈ [0, θ0], en appliquant le lemme 16, on obtient
un prolongement holomorphe de uθ0 sur
⋃
θ∈[0,θ0]
Xθ. On note G e prolongement.
On dénit alors le prolongement de la résolvante par
R˜V (z)f = G|X0 ∈ H2(X).
Étudions maintenant e qui se passe près d'une valeur propre z0 de P
V
θ0
; z0 qui
est aussi valeur propre de P Vθ pour arg z0 < 2θ ≤ 2θ0. Pour z près de z0 et θ tels
que arg z < 2θ on a le développement de Laurent suivant
(P Vθ − z)−1 =
M(z0)∑
j=1
Aθj(z0)
(z − z0)j +Hθ(z, z0),
où les Aθj (z0) sont des opérateurs de rang ni et Hθ(z, z0) est holomorphe en z
près de z0. A
θ
1(z0) est la projetion sur le noyau de (P
V
θ − z0)M(z0). Ave le lemme
16, son noyau de Shwartz ainsi que eux des Aθj(z0) = (P
V
θ − z0)j−1Aθ1(z0) se
prolongent holomorphiquement sur
⋃
θ′∈[0,θ]
Xθ′ . Ce qui montre que la résolvante
prolongée admet au voisinage de ses ples un développement de Laurent de la
même forme.
En onlusion, les résonanes, qui sont dénies omme les ples du prolon-
gement de la résolvante, sont aussi aratérisées par : z0 ∈ {arg z < 2θ0} est
une résonane de ∆X + V si et seulement si z0 est dans le spetre d'un P
V
θ
ave arg z0 < 2θ ≤ 2θ0. Sa multipliité est donnée, en reprenant les notations
préédentes pour le développement de Laurent de (P Vθ − z)−1, par le rang de
Aθ1(z0) =
1
2πi
∫
C(z0,ǫ)
(P Vθ − z)−1dz et son ordre par M(z0).
Il déoule du lemme 15 que les résonanes, leur multipliité et leur ordre ne
dépendent pas du θ hoisi.
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4.3 Démonstration de l'isorésonane
On ommene, omme on l'a fait pour les autres onstrutions de potentiels
isorésonants, par loaliser les résonanes de∆+V parmi les résonanes du laplaien
libre.
4.3.1 Loalisation des résonanes
Loalisation des résonanes pour les sommes partielles tronquées de V
Soit SM (r, e
iα) =
M∑
m=1
Vm(r)e
imα
et χ ∈ C∞c (X) invariante sous l'ation de
S
1
. Dans ette partie montrons que Res(∆ + χSM) ⊂ Res(∆) sur D+ := {z ∈
C ; arg z < 2θ0}.
Soit une autre fontion de tronature χ1 ∈ C∞c (X) invariante sous l'ation de
S
1
telle que χ1 = 1 sur le support de χ. On a alors pour z ∈ D+ \ Res(∆),
(∆ + χSM − z)R˜0(z)χ1 = χ1(I + χSMR˜0(z)χ1).
χSM R˜0(z)χ1 forme une famille holomorphe surD
+\Res(∆) d'opérateurs om-
pats telle que
‖χSM R˜0(z)χ1 ‖< 1
pour |z | assez grand dans {z ∈ C ; Imz < 0}. On peut don appliquer la théorie
de Fredholm analytique et obtenir que (I + χSMR˜0(z)χ1)
−1
et don R˜χSM (z) :=
(∆+χSM −z)−1 sont méromorphes sur D+ \Res(∆). De plus, dans D+ \Res(∆),
on peut aratériser les ples de R˜χSM 'est-à-dire les résonanes par l'existene
d'un u ∈ L2(X) non trivial, solution de
(I + χSM R˜0(z)χ1)u = 0.
Ensuite on montre que ette solution u non triviale ne peut pas exister et e
de la même façon que dans la preuve du théorème 4. On utilise don le déalage
réé par les omposantes Vm(r)e
imα
sur les espaes de symétrie L2j(X). Il y a deux
hoses à vérier. Premièrement la aténoïde vérie bien l'hypothèse D. En eet,
tout ompatK deX est inlus dans une variété ompate à bord K˜ = [−R,R]×S1
qu'on peut munir de la métrique g˜ = dr2 + f(r)dα2 ave f(r) = r2 + a2 sur K et
onstante près du bord de K˜. Il faut aussi vérier que R˜0 ommute ave l'ation
de S
1
pour qu'elle ommute ave les projeteurs Pj . Pour ela, il faut revenir à la
onstrution de R˜0 par la méthode de distorsion analytique. Or ette distorsion
ne touhe pas le fateur ∂∞X de la aténoïde sur lequel opère S
1
. Don l'ation
de S
1
est isométrique sur haque Xθ et elle ommute ave R˜0.
On obtient nalement que ∆+χSM n'a pas de résonanes dans D
+
en dehors
de Res(∆).
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Loalisation des résonanes pour V
Il s'agit de ontrler les perturbations des résonanes quand on passe des
sommes partielles tronquées au potentiel V en entier. Pour ela, au lieu d'uti-
liser les déterminants régularisés (qui étaient adaptés aux espaes à poids ρNL2
mais pas aux fontions de tronature) omme préédemment, on va se servir de la
distorsion analytique qui transforme les résonanes en valeurs propres.
Supposons par l'absurde que ∆+V a une résonane z0 dans D
+ \Res(∆). En
utilisant la distorsion analytique on traduit ela par : z0 est une valeur propre de
P Vθ pour arg z0 < 2θ ≤ 2θ0. Soit Ω ⊂ {z ∈ C ; arg z < 2θ} \ Res(∆) un ouvert,
de bord Γ régulier, ontenant z0 (l'indie de z0 par rapport à Γ est égal à 1) et
tel que Ω ∩ Res(∆ + V ) = {z0}. Le but va être de montrer qu'il existe χ une
fontion de tronature, invariante sous l'ation de S
1
, et M tels que PχSMθ ait une
valeur propre dans Ω. En eet ∆+χSM aurait alors une résonane dans Ω e qui
ontredirait le résultat de la partie préédente.
On a supposé dans les hypothèses du théorème 7 que, pour tout M , SM se
prolonge analytiquement sur U×W , ainsi que V . On peut don restreindre es deux
prolongements à Xθ et désormais travailler sur Xθ. Or V ∈ xL∞(X), don V tend
vers 0 quand on s'approhe de ∂Xθ. Don il existe χ ∈ C∞c (Xθ), invariante sous
l'ation de S
1
, qui se prolonge analytiquement sur U×W , telle que ‖χV−V ‖L∞(Xθ)
soit aussi petit que l'on veut. Les hypothèses du théorème 7 permettent aussi
de dire que les sommes partielles SM tendent vers V en norme innie sur Xθ.
Finalement il existe χ omme préédemment et M tels que
‖V − χSM ‖L∞(Xθ)<
δ2
δ + ℓ2π
où δ−1 = max
z∈Γ
‖(P Vθ − z)−1 ‖ et ℓ est la longueur de Γ. Pour la onstante de ette
majoration on s'est inspiré de la tehnique développée par Gohberg et Krejn dans
[GK71℄ (théorème 3.1).
Introduisons les projeteurs de L2(Xθ) assoiés aux espaes propres généralisés
des deux opérateurs que l'on ompare :
ΠV =
1
2πi
∫
Γ
(P Vθ − z)−1dz
ΠχSM =
1
2πi
∫
Γ
(PχSMθ − z)−1dz
On a (PχSMθ − z)−1 = (P Vθ − z)−1
(
I + (χSM − V )(P Vθ − z)−1
)−1
. Or omme
δ2
δ+ ℓ
2π
< δ, pour tout z ∈ Γ, on est assuré de la onvergene de
(PχSMθ − z)−1 = (P Vθ − z)−1
(
I +
∞∑
j=1
[(V − χSM)(P Vθ − z)−1]j
)
.
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Regardons la diérene des deux projeteurs :
ΠχSM −ΠV =
1
2πi
∫
Γ
(P Vθ − z)−1
∞∑
j=1
[(V − χSM )(P Vθ − z)−1]jdz.
En majorant on obtient
‖ΠχSM −ΠV ‖≤
ℓ
2π
max
z∈Γ
‖(P Vθ − z)−1 ‖2‖V − χSM ‖L∞(Xθ)
1− ‖(P Vθ − z)−1 ‖‖V − χSM ‖L∞(Xθ)
,
or ‖ (P Vθ − z)−1 ‖≤ δ−1 par dénition de δ et ‖ V − χSM ‖L∞(Xθ)< δ
2
δ+ ℓ
2π
par
hypothèse, don 1− ‖(P Vθ − z)−1 ‖‖V − χSM ‖L∞(Xθ)> 1− δδ+ ℓ
2π
et don
‖ΠχSM −ΠV ‖< 1.
Don les images de ΠV et de ΠχSM ont la même dimension, qui n'est pas nulle
ar z0 est une valeur propre de P
V
θ , don P
χSM
θ a une valeur propre dans Ω et on
a notre ontradition.
4.3.2 Persistane des résonanes du laplaien libre
Montrons pour nir que, dans D+ = {z ∈ C ; arg z < 2θ0}, on a Res(∆) ⊂
Res(∆+V ). Cette fois au lieu d'utiliser la théorie des perturbations d'Agmon pour
se ramener à un problème spetral, on va utiliser la distorsion analytique.
Soit z0 ∈ D+ une résonane de ∆ de multipliité m. Prenons Ω ⊂ {z ∈
C ; arg z < 2θ0} un domaine tel que Ω ∩ Res(∆) = {z0}. Considérons la famille
d'opérateurs ∆ + tV pour t ≥ 0. On note que tV vérie enore les hypothèses
du théorème 7 et qu'on peut don loaliser ses résonanes omme dans la partie
préédente Res(∆ + tV ) ⊂ Res(∆) et don :
Res(∆ + tV ) ∩ Ω ⊂ {z0}.
Introduisons l'ensemble suivant
E := {t0 ≥ 0 ; ∀t ∈ [0, t0], Res(∆ + tV ) ∩ Ω = {z0} ave la multipliité m},
dont on va montrer par onnexité qu'il est égal à [0,+∞[. Déjà il est non vide ar
0 ∈ E.
Soit t0 ∈ E, et θ tel que arg z0 < 2θ ≤ 2θ0 et tel que Ω ⊂ {z ∈ C ; arg z <
2θ}. On sait par distorsion analytique que le spetre de P t0Vθ dans Ω orrespond
exatement aux résonanes de ∆+ t0V ave les mêmes multipliités. Don
Spec(P t0Vθ ) ∩ Ω = {z0}.
Or t→ P tVθ est une famille holomorphe au sens de Kato pour t dans un voisinage
omplexe de t0 ar P
tV
θ = ∆θ + tV|Xθ et que V est borné sur Xθ. Don ses
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valeurs propres sont ontinues pour t dans un voisinage de t0. Or la loalisation
des résonanes de ∆+ tV donne que pour tout t
Spec(P tVθ ) ∩Ω ⊂ {z0},
don, il existe ε > 0, tel que pour tout t ∈]t0 − ε, t0 + ε[,
Spec(P tVθ ) ∩Ω = {z0},
ave la multipliité m. Enn grâe à la distorsion analytique, on obtient, que pour
tout t ∈]t0 − ε, t0 + ε[
Res(∆ + tV ) ∩ Ω = {z0},
ave la multipliité m et don ]t0− ε, t0+ ε[ est inlus dans E qui don un ouvert.
On montre que E est aussi fermé en faisant le même raisonnement sur le
omplémentaire de E dans [0,+∞[.
Finalement E = [0,+∞[ et en prenant t = 1 on obtient que, dans Ω, Res(∆+
V ) = Res(∆) ave les mêmes multipliités. En refaisant le raisonnement au voisi-
nage de haune des résonanes du laplaien libre on a Res(∆+V ) = Res(∆) ave
les mêmes multipliités dans tout D+ e qui ahève la démonstration du théorème
7.
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Chapitre 5
Diusion par des potentiels
isorésonants sur des variétés
asymptotiquement hyperboliques
On peut aussi trouver dans la littérature une dénition des résonanes omme
ples de l'opérateur de diusion. Une question naturelle est don : omment l'ajout
de nos potentiels isorésonants modie l'opérateur de diusion ? En fait Christian-
sen signale dans [Chr06℄, [Chr08℄, que les potentiels isorésonants qu'elle onstruit
sur R
n
eulidien préservent la phase de l'opérateur de diusion, la phase étant le
logarithme du déterminant de l'opérateur de diusion. On va montrer un résultat
de e type pour nos potentiels isorésonants onstruits sur des variétés asymptoti-
quement hyperboliques possédant une ation isométrique de S
1
.
On en protera pour rappeler, dans e adre, la onstrution de l'opérateur
de diusion. En fait je n'ai pas trouvé les détails de ette onstrution pour un
potentiel V omplexe dans la littérature. On verra que les tehniques de Graham
et Zworski [GZ03℄ et Joshi et Sà Barreto [JSB00℄ s'adaptent sans problème à e
adre omme le signalent Borthwik et Perry dans [BP02℄.
Remarque 8 On peut aussi le faire pour des potentiels onstruits sur des varié-
tés asymptotiquement eulidiennes omme la aténoïde. En eet la théorie de la
diusion développée par Melrose dans [Mel94℄ s'adapte à nos potentiels omplexes.
5.1 Quelques rappels
Rappelons la dénition de variété asymptotiquement hyperbolique. Soit X =
X ∪ ∂X une variété ompate lisse à bord qu'on prendra exeptionnellement de
dimension n+ 1 dans e hapitre et ρ une fontion dénissant son bord telle que,
sur un voisinage ollier du bord, la métrique g est de la forme
g =
dρ2 + h(ρ)
ρ2
,
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où ρ → h(ρ) est une famille lisse de métriques sur le bord de X . Dans es oor-
données, le laplaien s'érit
∆ = −(ρ∂ρ)2 + nρ∂ρ + ρ2∆h(ρ) −
1
2
ρTr(h−1(ρ)∂ρh(ρ))ρ∂ρ, (5.1)
ave ∆h(a) le laplaien sur l'hypersurfae {ρ = a} muni de la métrique h(a).
Le terme Tr(h−1(ρ)∂ρh(ρ)) est la trae de l'opérateur linéaire assoié au tenseur
symétrique (∂ρh)(ρ) via h(ρ).
On rappelle que e laplaien a pour spetre un spetre essentiel [n
2
4 ,+∞)
auquel peut s'ajouter un nombre ni de valeurs propres dans (0, n
2
4 ).
On appelle C˙∞(X) l'ensemble des fontions lisses, à valeurs omplexes, sur
une ompatiation X de X et dont le développement de Taylor s'annule à tout
ordre sur le bord de ette ompatiation.
Les résultats de Mazzeo et Melrose [MM87℄ s'adaptent ave un potentiel V ∈
C˙∞(X). Don si V ∈ C˙∞(X), RV (λ) := (∆+V −λ(n−λ))−1 qui est initialement
méromorphe sur {λ ∈ C; Reλ > n2 } à valeurs dans L(L2(X)), admet un prolonge-
ment méromorphe ni sur DN+ := {λ ∈ C; Reλ > n2 −N} \ (n2 −N) à valeurs dans
L(ρNL2(X), ρ−NL2(X)) et e pour tout N . Grâe à [Gui05a℄ on peut ajouter les
points
n
2 − N à D+N si la métrique est paire. On notera R˜V e prolongement et
omme auparavant Res(∆ + V ) l'ensemble des résonanes 'est-à-dire l'ensemble
de ses ples. De plus on a (f [MM87℄ et [Gui05a℄) :
Proposition 12 Pour tout λ ∈ D+N \ Res(∆ + V ), R˜V (λ) est un opérateur
ontinu de C˙∞(X) dans ρλC∞(X).
Remarque 9 Cette proposition, les résultats de prolongement qui la préédent
ainsi que toutes les onstrutions qui suivent sont enore valables pour un potentiel
V appartenant à ρC∞(X). On prend V dans C˙∞(X) pour pouvoir appliquer le
théorème d'isorésonane 4 sur C en entier (f la future remarque 13).
5.2 Opérateur de Poisson
On onstruit l'opérateur de Poisson en adaptant à un potentiel omplexe e
qui est fait dans [GZ03℄ et [JSB00℄.
Proposition 13 Soit V ∈ C˙∞(X), et λ ∈ {Re(λ) ≥ n2 } \
(
1
2 (n+N) ∪Res(∆+
V )
)
. Pour toute f ∈ C∞(∂X), il existe une unique solution u ∈ C∞(X) vériant


(∆ + V − λ(n − λ))u = 0
u = ρλF (λ) + ρn−λG(λ) ave (F (λ), G(λ)) ∈ C∞(X)2
G(λ) |∂X= f.
On appelle PV (λ) l'opérateur (de Poisson) qui à f assoie l'unique solution u.
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Remarque 10 Déni omme ela, l'opérateur de Poisson dépend de la fontion
ρ dénissant le bord. On peut en fait s'aranhir de ette dépendane en utilisant
des brés de demi-densités sur X, pour les détails voir [JSB00℄ ou [Gui04℄.
Preuve : Le premier point est, pour λ /∈ 12(n + N) et f0 ∈ C∞(∂X) xés, de
onstruire une solution F∞(λ, f0) ∈ C∞(X) de
(∆ + V − λ(n− λ))(ρn−λF∞) = O(ρ∞), F∞ |ρ=0= f0.
Pour ela on onstruit par réurrene, pour j ∈ N, Fj ∈ C∞(X) et fj ∈ C∞(∂X)
par la formule :
F0 = f0, ∀j > 0, fj = −(ρ
−j−n+λ(∆ + V − λ(n− λ))(ρn−λFj−1)) |ρ=0
j(2λ − n− j) ,
Fj = Fj−1 + fjρ
j .
En utilisant la forme du laplaien rappelée préédemment (5.1) et l'hypothèse sur
V on a, pour toute fj ∈ C∞(∂X),
(∆ + V − λ(n− λ))(ρn−λ+jfj) = j(2λ − n− j)ρn−λ+jfj +O(ρn−λ+j+1).
Don on a, par onstrution et grâe au hoix de λ /∈ 12(n+ N),
∀j ∈ N, (∆ + V − λ(n− λ))(ρn−λFj) = O(ρn−λ+j+1). (5.2)
Ave le lemme de Borel, il existe F∞ ∈ C∞(X) dont les oeients de Taylor en
ρ = 0 sont les fj et ave (5.2) on a bien
(∆ + V − λ(n− λ))(ρn−λF∞) = O(ρ∞), F∞ |ρ=0= f0.
Ensuite, pour λ ∈ {Re(λ) ≥ n2} \
(
1
2 (n+ N) ∪ Res(∆ + V )
)
, on pose
PV (λ)f = ρn−λF∞(λ, f) + R˜V (λ)(∆ + V − λ(n− λ))(ρn−λF∞(λ, f)).
On a bien une solution de notre problème de Poisson ar on a rappelé dans la
proposition 12 que R˜V (λ) est ontinue de C˙
∞(X) dans ρλC∞(X).
Il reste à montrer l'uniité. Soit
u1 = ρ
λF1(λ) + ρ
n−λG1(λ), u2 = ρ
λF2(λ) + ρ
n−λG2(λ)
deux solutions du même problème de Poisson ave f ∈ C∞(∂X) donnée. Alors,
omme λ /∈ 12 (n + N), on peut montrer, en reprenant le alul préédent (f la
formule donnant les fj), que les développements de Taylor de G1 et G2 en ρ = 0
dont les premiers termes sont égaux à f , sont en fait identiques. Don u1 − u2 ∈
ρλC∞(X) et il sut don de montrer qu'il n'y a pas de solution non triviale
v ∈ ρλC∞(X) à (∆ + V − λ(n− λ))v = 0. Si Reλ > n2 alors v ∈ L2(X) e qui est
en ontradition ave le hoix de λ /∈ σpp(∆ + V ) ⊂ Res(∆ + V ). Pour Reλ = n2 ,
λ 6= n2 on va utiliser le lemme suivant
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Lemme 17 Pour Re(λ) = n2 , si v1 = ρ
λF1(λ) + ρ
n−λG1(λ), v2 = ρ
λF2(λ) +
ρn−λG2(λ), ave Fi, Gi ∈ C∞(X), i = 1, 2, sont solutions de
(∆ + V − λ(n− λ))vi = ri
ave ri ∈ C˙∞(X), alors∫
X
v1r2 − r1v2 dvol(g) = (n− 2λ)
∫
∂X
F1G2 −G1F2 dvol(h(0)).
Preuve : Pour tout ǫ > 0, on a, en utilisant la formule de Green∫
ρ≥ǫ
v1r2 − r1v2 dvol(g) =
∫
ρ≥ǫ
v1(∆v2)− (∆v1)v2 dvol(g)
=
1
ǫn−1
∫
ρ=ǫ
v1(∂ρv2)− (∂ρv1)v2 dvol(h(ǫ)).
Or
∂ρvi = λρ
λ−1Fi + ρ
λ∂ρFi + (n− λ)ρn−λ−1Gi + ρn−λ∂ρGi.
En remplaçant dans la formule préédente et en faisant tendre ǫ vers 0 tout en se
souvenant que Re(λ) = n2 , on obtient le lemme. 
On peut appliquer e lemme ave
v1 := v = ρ
λF1, v2 := R˜V (λ)φ = ρ
λF2
où φ ∈ C˙∞(X). v2 est bien dénie ar λ ∈ {Re(λ) = n2 } \
({n2 } ∪ Res(∆ + V )).
On a r1 = 0 et r2 = φ, d'où ∫
X
vφ dvol(g) = 0
et e pour toute φ ∈ C˙∞(X). Don v = 0, e qui ahève l'uniité du problème
de Poisson. Cette uniité démontre aussi la linéarité de PV (λ) et don ahève la
démonstration de la proposition 13. 
Le lemme suivant dérit omment varie l'opérateur de Poisson quand on mo-
die le potentiel V par une isométrie.
Lemme 18 Soit V ∈ C˙∞(X), et λ ∈ {Re(λ) ≥ n2} \
(
1
2(n + N) ∪ Res(∆ + V )
)
.
Pour toute isométrie L de X on a
PL∗V (λ) = L∗PV (λ)L−1∗.
Preuve : Comme le laplaien ommute ave les isométries, pour toute isométrie L
on a
∆+ L∗V − λ(n− λ) = L∗(∆+ V − λ(n− λ))L−1∗. (5.3)
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Prenons une fontion ρ dénissant le bord de X qui soit invariante sous l'isométrie
L. Alors par dénition de l'opérateur de Poisson, pour toute f ∈ C∞(∂X), il existe
F (λ) et G(λ) dans C∞(X) telles que
PL∗V (λ)(f) = ρλF (λ) + ρn−λG(λ).
Grâe au hoix de ρ on a
L−1∗PL∗V (λ)(f) = ρλL−1∗F (λ) + ρn−λL−1∗G(λ),
et, ave (5.3), L−1∗PL∗V (λ)(f) est une solution de
(
∆+V −λ(n−λ))u = 0. Don
L−1∗PL∗V (λ)(f) = PV (λ)(L−1∗G(λ) |∂X ) = PV (λ)(L−1∗f). 
5.3 Opérateur de diusion
On dénit maintenant l'opérateur de diusion à partir de l'opérateur de Pois-
son.
Définition 6 Pour V ∈ C˙∞(X) et λ ∈ {Re(λ) ≥ n2 }\
(
1
2(n+N)∪Res(∆+V )
)
on dénit
SV (λ) : C
∞(∂X) −→ C∞(∂X)
f −→ F (λ) |ρ=0,
où F est dénie par PV (λ)(f) = ρλF (λ) + ρn−λG(λ) ave G(λ) |ρ=0= f .
Remarque 11 Là enore on peut s'aranhir de la dépendane de ette dénition
par rapport à la fontion dénissant le bord de X .
J'ai envie de faire une autre remarque, même si V est omplexe on a enore le
résultat suivant :
Lemme 19 Pour tout V ∈ C˙∞(X) et pour tout λ ∈ {Re(λ) = n2 } \ ({n2 } ∪
Res(∆ + V )) on a
SV (n− λ)SV (λ) = I.
Preuve : Il sut d'appliquer la proposition 13 ave f en λ et ave SV (λ)f en n−λ.
On a
PV (λ)(f) = ρλF1(λ) + ρn−λG1(λ) ave
{
F1(λ) |ρ=0= SV (λ)f,
G1(λ) |ρ=0= f.
PV (n − λ)(SV (λ)f) = ρn−λF2(n− λ) + ρλG2(n− λ)
ave
{
F2(n− λ) |ρ=0= SV (n− λ)SV (λ)f,
G2(n− λ) |ρ=0= SV (λ)f.
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En utilisant l'étude des développements de Taylor en ρ = 0 faite dans la preuve
du théorème 13, on montre que omme F1(λ) et G2(n − λ) ont le même premier
oeient ils ont un développement de Taylor identique au bord. Puis on peut
réutiliser le lemme 17 pour montrer par uniité que G1(λ) = F2(n − λ) et que
don f = SV (n− λ)SV (λ)f . 
Par ontre le fait que V soit omplexe implique que, pour λ ∈ {Re(λ) =
n
2 } \ ({n2 } ∪ Res(∆ + V )) et f ∈ C∞(∂X), la relation SV (λ)f = SV (λ)f est
fausse et est remplaée par SV (λ)f = SV (λ)f . On ne peut don pas utiliser le
prinipe de réexion de Shwarz pour prolonger l'opérateur de diusion au-delà
de l'axe Re(λ) = n2 omme ela est fait pour le laplaien sans potentiel dans
[GZ03℄. Par ontre les travaux de Joshi et Sà Barreto ([JSB00℄) qui relient le
noyau de l'opérateur de diusion à elui de la résolvante sont enore valables pour
un potentiel omplexe, en eet la seule hypothèse néessaire est que V s'annule
au bord de X. On a don
Proposition 14 Pour tout V ∈ C˙∞(X), SV se prolonge méromorphiquement
sur C \ 12Z ave des ples de rang ni.
Enn l'opérateur de diusion a le même omportement que l'opérateur de
Poisson quand on ompose V ave une isométrie,
Lemme 20 Soit V ∈ C˙∞(X). Pour tout λ ∈ C\(12Z∪Res(∆+V )), et pour toute
isométrie L de X on a
SL∗V (λ) = L
∗SV (λ)L
−1∗.
Preuve : 'est diret par dénition de l'opérateur de diusion et grâe au lemme
18.
5.4 Caratère isophase des potentiels isorésonants
La phase de l'opérateur de diusion est dénie dans [Chr06℄ omme étant le
logarithme de son déterminant. Mais dans notre adre SV−1 n'est pas un opérateur
à trae, on ne peut don pas dénir diretement son déterminant. Par ontre on
peut dénir le déterminant de l'opérateur de diusion relatif : det(SV (λ)S0(λ)
−1)
qui est méromorphe-ni pour λ ∈ C \ 12Z. On va montrer que pour nos potentiels
isorésonants introduits dans les hapitres préédents, e déterminant est onstant
égal à 1 et que don SV et S0 ont les mêmes ples dans C \ 12Z.
Ensuite on peut dénir la multipliité d'un ple λ0 ∈ C \ 12Z de l'opérateur de
diusion par
νV (λ0) := Tr
(
resλ0(SV (λ)
−1∂λSV (λ))
)
,
où resλ0 désigne le résidu en λ0 (voir par exemple [BP02℄ et [Gui05b℄). Là enore
on va montrer que pour nos potentiels isorésonants on a νV (λ) = ν0(λ) pour tout
λ ∈ C \ 12Z.
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La relation entre les ples de l'opérateur de diusion et les ples de la résolvante
a été étudiée dans [BP02℄ puis préisée dans [Gui05b℄. On a
Théorème 8 Pour tout V ∈ C˙∞(X) et tout λ0 ∈ D+N ∩ {Re(λ) < n2 } tel que
λ0 /∈ {λ ∈ C ; λ(n− λ) ∈ σpp(∆+ V )} ∩ 12Z, λ0 est un ple de R˜V si et seulement
si 'est un ple de SV et on a
mV (λ0) = mV (n − λ0)− νV (λ0)
où mV (λ0) est la multipliité de λ0 en tant que ple de R˜V .
Guillarmou fait la preuve de ette formule de multipliité sans potentiel dans
[Gui05b℄ mais elle s'adapte sans hangement à un potentiel qui s'annule au bord
de X. La formule donnée dans [Gui05b℄ est plus omplète que elle que je rappelle
dans le théorème 8 ar elle traite aussi des points
n
2 − N.
Remarque 12 On voit que si on a un potentiel V tel que, pour tout λ ∈ {Re(λ) <
n
2 }, νV (λ) = ν0(λ) alors on peut en déduire mV (λ) = m0(λ) à ondition de savoir
que mV (n − λ) = m0(n − λ), 'est-à-dire que ∆ + V et ∆ ont le même spetre
dans le domaine physique {Re(λ) > n2 }. De plus on ne peut rien dire sur la droite
ritique {Re(λ) = n2 }. Le théorème 8 ne sut don pas à prouver l'isorésonane
de nos potentiels.
Montrons les deux propriétés annonées de nos potentiels isorésonants.
Théorème 9 Soit X une variété asymptotiquement hyperbolique qui possède une
ation isométrique de S
1
vériant l'hypothèse D. Soit V ∈ C˙∞(X) le potentiel
V =
+∞∑
m=1
Vm,
où les Vm ∈ L∞(X) sont S1 homogènes de poids m et tels qu'il existe ε > 0 véri-
ant
+∞∑
m=1
‖Vm ‖∞ (1 + ε)m < +∞.
Alors, pour tout λ ∈ C \ 12Z, on a
det(SV (λ)S0(λ)
−1) = 1,
et les ples de SV et S0 ont la même multipliité :
νV (λ) = ν0(λ).
Remarque 13 On a déjà remarqué que ave un V ∈ C˙∞(X) les hypothèses AN,ρ
et BN,ρ sont toutes les deux vériées sur D
+
N et e pour tout N . De plus ave un
tel V on a bien ρ−(N+1)V R˜0(λ)ρ
N
qui est dans une lasse de Shatten pour tout
λ ∈ D+N \ Res(∆). Grâe au théorème 4, les potentiels du théorème 9 sont bien
isorésonants.
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Preuve : on reprend les arguments de [Chr06℄ et [Chr08℄. On onsidère don,
W (z) :=
∞∑
m=1
zmVm dont les hypothèses du théorème 9 permettent de dire qu'il
est bien déni et holomorphe pour z ∈ Ω, un domaine de C ontenant le disque
fermé de entre 0 et de rayon 1. Déjà, on peut remarquer que W (1) = V et que,
grâe à l'homogénéité des Vm, on a pour tout θ ∈ R, W (eiθ) = eiθ.W (1). On
rappelle que pour toute fontion f dénie sur X, on note eiθ.f l'appliation qui à
x ∈ X assoie f(e−iθ.x). On note dans la suite R∗θ l'opérateur qui a une fontion
f ∈ L2(X) assoie eiθ.f .
Commençons par prouver l'égalité sur les multipliités. Pour tout z ∈ Ω et pour
tout λ ∈ C\ 12Z, νW (z)(λ) est bien dénie et à valeurs entières. Fixons λ ∈ C\ 12Z ;
alors z → νW (z)(λ) est holomorphe sur Ω à valeurs entières et don onstante. On
a notamment
νV (λ) = νW (1)(λ) = νW (0)(λ) = ν0(λ).
Ave e qu'on vient de faire sur les multipliités des singularités de l'opérateur
de diusion, on peut dénir H(z, λ) := det(SW (z)(λ)S0(λ)
−1) pour tout z ∈ Ω et
pour tout λ ∈ C \ 12Z. De plus, une fois λ xé, z → H(z, λ) est holomorphe dans
Ω. On va montrer qu'elle est onstante sur le erle unité. Pour tout eiθ ∈ S1, on
a
det(SW (eiθ)(λ)S0(λ)
−1) = det(SR∗
θ
W (1)(λ)S0(λ)
−1).
On utilise le lemme 20, d'où
det(SW (eiθ)(λ)S0(λ)
−1) = det(R∗θSW (1)(λ)R
∗
−θS0(λ)
−1).
Si on réutilise enore le lemme 20 ave ette fois V = 0 on a que R∗−θ et S0(λ)
−1
ommutent et don
det(SW (eiθ)(λ)S0(λ)
−1) = det(R∗θSW (1)(λ)S0(λ)
−1R∗−θ) = det(SW (1)(λ)S0(λ)
−1),
don H(., λ) est bien onstante sur le erle unité et don onstante sur Ω. D'où
det(SV (λ)S0(λ)
−1) = H(1, λ) = H(0, λ) = 1. 
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Annexe A
Perturbations des résonanes
Il s'agit ii de rappeler la théorie des perturbations des résonanes développée
par Agmon dans [Agm98℄. L'idée prinipale est que, pour étudier les résonanes
d'un opérateur P on onstruit loalement un opérateur auxiliaire PΓ qui a un
spetre disret et dont les valeurs propres sont exatement les résonanes de P .
On obtient alors une théorie des perturbations des résonanes en appliquant la
théorie des perturbations des valeurs propres de Kato à PΓ.
On donnera les prinipales étapes de ette onstrution et pour les détails et
les démonstrations on renvoie à [Agm98℄. On vériera aussi que les hypothèses
néessaires à ette onstrution sont bien vériées dans les as où je l'applique
(hapitres 1 et 3).
A.1 Cadre et hypothèses
Soit P un opérateur fermé agissant sur un Banah B et de domaine Dom(P )
dense dans B. On note respetivement σ(P ), σdis(P ) le spetre et le spetre disret
de P . Soit D un ouvert onnexe de C tel que (σ(P )∩D) ⊂ σdis(P ). La résolvante
R(λ) := (P − λ)−1 est alors méromorphe-nie sur D à valeurs dans L(B).
Soient B0, B1 des espaes de Banah réexifs tels que
B0
J0→֒ L2(X) J→֒ B1,
où J0 et J sont des injetions ontinues et J0(B0) est dense dans L
2(X) et
J(L2(X)) est dense dans B1. On pose, pour λ ∈ D \ σdis(P ),
R˜(λ) = JR(λ)J0.
R˜ est méromorphe-nie sur D à valeurs dans L(B0, B1).
On fait une hypothèse de prolongement :
Hypothèse (α) : R˜ a un prolongement méromorphe-ni de D sur un domaine
D+ ⊃ D.
On rappelle alors la dénition des résonanes :
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Définition 7 On appelle résonanes les ples de R˜ dans D+ et on note Res(P )
l'ensemble de es ples.
Dans le as où B0 et B1 sont des espaes L
2
à poids (e qui est le as dans nos
utilisations), ette dénition ne dépend pas des hoix de B0 et B1 (f la remarque
4.2 de [Agm98℄). C'est-à-dire que si B̂0 et B̂1 vérient les mêmes hypothèses que
B0 et B1 et que la résolvante orrespondante R̂(λ) = ĴR(λ)Ĵ0 (ave Ĵ0 : B̂0 →֒
B et Ĵ : B →֒ B̂1) admet un prolongement méromorphe ni de D sur D+, alors
R˜ et R̂ ont les mêmes ples dans D+.
Ensuite, on onsidère P omme un opérateur agissant sur B1. On note P1 et
opérateur, 'est-à-dire :
Dom (P1) = JDom (P )
P1(Ju) = JPu pour u ∈ Dom (P ).
On fait l'hypothèse suivante sur P1 :
Hypothèse (β) : P1 est fermable dans B1.
On note P1 sa fermeture. Dans l'erratum de [Agm98℄ Agmon impose une hypothèse
de plus sur P1 :
Hypothèse (γ) : Il existe λ0 ∈ D tel que R1(λ0) := (P1 − λ0)−1 existe.
Dans la suite on supposera toujours es trois onditions vériées.
A.2 Quelques résultats intermédiaires
Énonçons un premier résultat onernant P1.
Proposition 15 [Agm98℄[Proposition 5.2℄
On a
Ran R˜(λ) ⊂ Dom(P1)
et
(P1 − λ)R˜(λ)f = f,
pour tout λ ∈ D+ \Res(P ) et toute f ∈ B0.
Soit λ0 ∈ Res(P ) un ple d'ordre p de R˜. Dans un voisinage de λ0 privé de λ0,
R˜ admet un développement de Laurent :
R˜(λ) =
p∑
i=1
(λ− λ0)−iS˜i + H˜(λ),
où S˜i ∈ L(B0,D(P1)) ave S˜p 6= 0 et H˜(λ) holomorphe à valeurs dans L(B0,D(P1)).
D(P1) est l'espae de Banah Dom (P1) onsidéré ave la norme du graphe.
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En utilisant la proposition 15 et la relation (P1−λ0)R˜(λ) = 1+ (λ−λ0)R˜(λ),
on obtient
(P1 − λ0)S˜i = S˜i+1 pour 1 ≤ i ≤ p− 1 (A.1)
(P1 − λ0)S˜p = 0.
Définition 8 On appelle espae résonant généralisé de λ0 le sous espae veto-
riel de dimension nie de Dom (P1)
Eλ0 :=
∑
1≤i≤p
Ran S˜i.
La dimension de e dernier est appelée multipliité de la résonane λ0.
Remarque 14 En fait on a P1R˜(λ)u = R˜(λ)P0u pour tout u ∈ F(P ) := {u ∈
B0 ∩ Dom (P ) : Pu ∈ B0} où P0 est l'opérateur fermé sur B0 restrition de
P à F(P ). Cette égalité est vraie pour tout λ ∈ D \ Res(P ) puis pour tout
λ ∈ D+ \ Res(P ) par prolongement analytique. On en déduit que pour toute
résonane λ0 ∈ D+, on a grâe à (A.1), pour tout u ∈ F(P ),
S˜i+1u = (P1 − λ0)S˜iu = S˜i(P0 − λ0)u.
Dans nos appliations, ave P = ∆, on a F(P ) dense dans B0 (ar ontient C∞0 )
et don
Ran S˜i+1 ⊂ Ran S˜i
et nalement Eλ0 = Ran S˜1 et alors on retrouve bien la dénition d'espae réso-
nant qu'on a donnée préédemment (f 1).
A.3 Lien entre résonanes et valeurs propres
On va dénir loalement l'opérateur auxiliaire dont les valeurs propres sont les
résonanes de P dans D+. Soit U un domaine de C de bord Γ de lasse C
1
, tel
que U ⊂ D+ et Γ ∩ Res(P ) = ∅. Soit
BΓ = {f ∈ B1 ; f = g +
∫
Γ
R˜(ξ)Φ(ξ)dξ, g ∈ B0,Φ ∈ C(Γ, B0)},
où C(Γ, B0) est l'espae des fontions ontinues sur Γ à valeurs dans B0. Muni de
la norme
‖f ‖BΓ= inf
g,Φ
(‖g‖B0 + ‖Φ‖C(Γ,B0)),
où l'inmum est pris sur toutes les g ∈ B0 et Φ ∈ C(Γ, B0) telles que f =
g +
∫
Γ R˜(ξ)Φ(ξ)dξ, BΓ est un Banah. On a
B0 ⊂ BΓ ⊂ B1
et les injetions anoniques sont ontinues.
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Pour toute f = g +
∫
Γ R˜(ξ)Φ(ξ)dξ ∈ BΓ,
RΓ(λ)f := R˜(λ)g +
∫
Γ
(ξ − λ)−1(R˜(ξ)− R˜(λ))Φ(ξ)dξ
ne dépend pas des (g,Φ) ∈ B0 × C(Γ, B0) hoisis.
On peut alors dénir l'opérateur auxiliaire PΓ, omme étant l'opérateur linéaire
fermé sur BΓ dont RΓ est la résolvante. C'est-à-dire :
Définition 9 Pour tout λ0 ∈ U \Res(P ),
Dom (PΓ) = Ran RΓ(λ0)
PΓu = λ0u+ f, pour tout u = RΓ(λ0)f, f ∈ BΓ.
Cette dénition ne dépend pas du λ0 hoisi.
Les premières propriétés onernant PΓ sont les suivantes
Proposition 16
• Pour toute f ∈ B0 et tout λ ∈ U \ Res(P ) on a
RΓ(λ)f = R˜(λ)f.
• P1 est une extension de PΓ au sens où :
Dom(PΓ) ⊂ Dom (P1)
et
PΓu = P1u pour tout u ∈ Dom (PΓ).
Le résultat attendu est le théorème suivant qui relie les valeurs propres de PΓ
aux résonanes de P dans U .
Théorème 10 [Agm98℄[Théorème 6.7℄
(i) PΓ a un spetre disret dans U qui est exatement l'ensemble des ples de
R˜ dans U .
(ii) Soit λ0 ∈ Res(P ) ∩ U et l'espae propre de PΓ orrespondant à λ0
EΓλ0 := Ran
∫
C
RΓ(ξ)dξ ⊂ Dom (PΓ),
où C ⊂ U \ Res(P ) est un petit erle autour de λ0. Alors EΓλ0 = Eλ0 .
(iii) P1 = PΓ sur E
Γ
λ0
.
Remarque 15 L'ordre de λ0 en tant que ple de R˜ dans U est égal à son ordre
en tant que ple de RΓ.
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Soit Ω un ouvert onnexe dans C voisinage de 0. Pour t ∈ Ω, on étudie la
famille des perturbations de P :
P (t) = P + V (t)
où V (t) est une famille d'opérateurs de B dans B telle que, pour tout t ∈ Ω,
Dom (V (t)) = Dom (P ) et telle que V (0) = 0. On suppose de plus
Hypothèses (δ) :
(a) Ran V (t) ⊂ B0 pour tout t ∈ Ω.
(b) Pour tout u ∈ Dom (P ) et pour tout t ∈ Ω,
‖V (t)u‖B0≤ C(t)
( ‖Pu‖B1 + ‖u‖B1 )
où C est une fontion loalement bornée sur Ω.
() Pour tout u ∈ Dom (P ),
Ω → B0
t → V (t)u est holomorphe.
Les hypothèses (δ) assurent que la famille {P (t)}t∈Ω est holomorphe de type A
au sens de Kato. On rappelle que ela veut dire que, pour tout t ∈ Ω, le domaine
de P (t) est indépendant de t et que, pour toute fontion ψ dans e domaine, P (t)ψ
est holomorphe en t.
On a alors
Proposition 17 [Agm98℄[Proposition 7.2℄ Sous les hypothèses (δ), il existe une
unique famille d'opérateurs V1(t) : B1 → B1, dénie pour t ∈ Ω, ave V1(0) = 0 et
(i) Pour tout t ∈ Ω, Dom (V1(t)) = Dom (P1) et Ran (V1(t)) ⊂ B0.
(ii) Pour tout t ∈ Ω, V1(t) est relativement borné par rapport à P1.
(iii) Pour tout u ∈ Dom (P1), Ω ∋ t → V1(t)u est une fontion holomorphe à
valeurs dans B0.
(iv) Pour tout u ∈ Dom (P ), pour tout t ∈ Ω, V1(t)u = V (t)u.
Fixons λ0 ∈ D+ ∩Res(P ). On onsidère 3 domaines du plan omplexe D′,D′+
et U tels que D′ ⋐ D (A ⋐ B signie A est ompat et inlus dans B) et
D′ ⋐ D′+ ⋐ U ⋐ D+.
On suppose aussi que λ0 ∈ D′+ et que U a un bord Γ de lasse C1 tel que Γ ∩
Res(P ) = ∅. On peut don introduire omme préédemment l'espae de Banah
BΓ et l'opérateur PΓ assoié à P .
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Ensuite, pour tout t ∈ Ω, on peut dénir VΓ(t) : BΓ → BΓ par
Dom (VΓ(t)) = Dom (PΓ)
VΓ(t)u = V1(t)u, ∀u ∈ Dom (PΓ).
Puis l'opérateur PΓ(t) : BΓ → BΓ par
Dom (PΓ(t)) = Dom (PΓ)
PΓ(t) = PΓ + VΓ(t).
Quitte à restreindre Ω, on a
Proposition 18 [Agm98℄[Proposition 7.3℄ {PΓ(t)}t∈Ω est une famille holomorphe
de type A au sens de Kato.
La théorie des perturbations des valeurs propres de Kato donne alors,
Théorème 11 [Agm98℄[Théorème 7.4℄ Pour tout t ∈ Ω, PΓ(t) a un spetre dis-
ret dans D′+. Ses valeurs propres sont les raines d'un polynme dont le degré ne
dépend pas de t et dont les oeients sont analytiques en t.
Soient
R(λ, t) := (P (t)− λ)−1, t ∈ Ω, λ ∈ D′,
RΓ(λ, t) := (PΓ(t)− λ)−1, t ∈ Ω, λ ∈ D′+.
La deuxième est méromorphe en λ sur D′+ à valeurs dans L(BΓ). Soit
R˜(λ, t) := JR(λ, t)J0, t ∈ Ω, λ ∈ D′,
qui a priori est méromorphe dans D′ à valeurs dans L(B0, B1) et Agmon montre
qu'on a
Théorème 12 [Agm98℄[Théorème 7.5℄ Pour tout t ∈ Ω, R˜(λ, t) admet un pro-
longement méromorphe ni de D′ à D′+.
Remarque 16 C'est l'hypothèse (α) pour les {P (t)}t∈Ω. En fait la famille {P (t)}t∈Ω
vérie les hypothèses (α), (β) et (γ) uniformément en t en remplaçant D et D+
par D′ et D′+.
Finalement on a le pendant du théorème 10 pour les opérateurs perturbés :
Théorème 13 [Agm98℄[Corollaire 7.8℄ Pour t ∈ Ω xé, R˜(λ, t) et RΓ(λ, t) pos-
sèdent les mêmes ples dans D′+. De plus λt ∈ D′+ est un ple de multipliité m de
RΓ(λ, t) (i.e. une valeur propre de multipliité m de PΓ(t)) si et seulement si λt
est un ple de multipliité m de R˜(λ, t). L'ordre des ples est également le même.
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Il s'agit ii de voir que ette théorie des perturbations des résonanes s'applique
bien au adre de ma thèse exepté le as de la aténoïde où on ne s'est pas servi
des résultats d'Agmon.
On onsidère une variété riemannienne (X, g) onnexe, non ompate, de di-
mension n ≥ 2. Sur X, on s'intéresse au laplaien ∆ opérant sur B := L2(X)
ave pour domaine H2(X). Ave ρ une fontion dénissant le bord de X (ou
ρ(z) = e−〈z〉 si X est l'espae eulidien) et N ∈ N, on prend
B0 := ρ
NL2(X) et B1 := ρ
−NL2(X).
Muni des normes héritées de L2(X), 'est-à-dire, pour u ∈ B0, ‖u‖B0=‖ρ−Nu‖L2(X)
et, pour v ∈ B1, ‖v‖B1=‖ρNv‖L2(X), e sont des espaes de Banah réexifs tels
que
B0
J0→֒ L2(X) J→֒ B1,
où J0 et J sont des injetions ontinues et J0(B0) est dense dans L
2(X) et
J(L2(X)) est dense dans B1.
La résolvante du laplaien libre R˜0(λ) = J(∆ − f(λ))−1J0 est a priori dénie
et holomorphe sur un domaine non borné D de Σ. Alors l'hypothèse AN,ρ assure
que R˜0 a un prolongement méromorphe-ni sur un domaine D
+
N à valeurs dans
L(B0, B1). C'est exatement l'hypothèse (α).
On dénit ensuite l'opérateur P1 de domaine JH2(X) ⊂ B1 par
P1(Ju) = J∆u, ∀u ∈ H2(X).
Pour avoir l'hypothèse (β) il faut vérier que P1 est fermable. Or H2(X) est dense
dans B = L2(X) qui lui-même est dense dans B1 don le domaine de P1 est dense
dans B1 et don son adjoint P∗1 existe. Pour montrer que P1 est fermable il sut
de montrer que le domaine de P∗1 est dense dans B∗1 . Or on a
Dom (P∗1 ) = {u ∈ B∗1 ∩Dom(∆∗) ; ∆∗u ∈ B∗1}
= {u ∈ B∗1 ∩H2(X) ; ∆u ∈ B∗1}
De plus, on peut voir qu'à tout élément de B0 on peut assoier, grâe au produit
salaire L2(X), une forme linéaire ontinue sur B1 et don on a B0 ⊂ B∗1 . Don on
a {u ∈ B0 ∩H2(X) ; ∆u ∈ B0} ⊂ Dom (P∗1 ). Ensuite on peut dire pour onlure
que C∞0 (X) est inlus dans {u ∈ B0 ∩H2(X) ; ∆u ∈ B0} et dense dans B∗1 ar
il est dense dans B et que B∗1 ⊂ B∗ = B. Don le domaine de P∗1 est bien dense
dans B∗1 et P1 est bien fermable. On note P1 sa fermeture.
Il s'agit maintenant de vérier l'hypothèse (γ) 'est-à-dire qu'il existe λ0 ∈ D
tel que P1 − f(λ0) soit inversible. Vu la dénition de B1 et P1, ela revient à
montrer qu'il existe λ0 ∈ D tel que ρN∆ρ−N − f(λ0) est inversible dans L2(X).
Or
ρN∆ρ−N − f(λ) = ∆− f(λ) + ρN [∆, ρ−N ],
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et pour tout λ ∈ D, ∆− f(λ) est inversible don
ρN∆ρ−N − f(λ) = (1 + ρN [∆, ρ−N ]R0(λ))(∆ − f(λ)).
De plus la norme de R0(λ) tend vers 0 quand |λ | tend vers +∞ et dans tous les
exemples de variétés sur lesquelles je onstruis mes potentiels isorésonants [∆, ρ−N ]
est de la forme ρ−NQ ave Q un opérateur diérentiel d'ordre 1 à oeients
réguliers et don ontinu de H2(X) dans L2(X). Par exemple, pour X = Hn
on a Q = 2Nρ∂ρ − N2 − (n − 1)N . Don il existe λ0 ∈ D tel que la norme de
ρN [∆, ρ−N ]R0(λ0) soit stritement plus petite que 1 et don ρ
N∆ρ−N − f(λ0) est
inversible.
Enn il ne reste plus qu'à vérier qu'on peut appliquer la théorie des per-
turbations des résonanes d'Agmon en perturbant le laplaien par nos potentiels
isorésonants V qui, on le rappelle, vérient l'hypothèse BN,ρ, et notamment ρ
−2NV
est borné sur X. Vérions don que la famille tV, t ∈ C satisfait les hypothèses (δ).
Pour tout t ∈ C et pour tout u ∈ L2(X), on a tV u = ρNρ−N tV u ∈ B0 = ρNL2(X)
ar ρ−2NV est borné. Ensuite, si u ∈ H2(X), alors pour tout t ∈ C,
‖tV u‖B0 =‖ρ−N tV u‖L2(X)=‖ρ−2N tV ρNu‖L2(X)
≤ C(V ) |t | ‖ρNu‖L2(X)= C(V ) |t | ‖u‖B1 .
Enn t → tV est bien sûr holomorphe sur C. On a don bien les trois points de
l'hypothèse (δ).
74
Bibliographie
[Agm98℄ Shmuel Agmon : A perturbation theory of resonanes. Comm. Pure
Appl. Math., 51(11-12):12551309, 1998.
[AS64℄ Milton Abramowitz et Irene A. Stegun : Handbook of mathematial
funtions with formulas, graphs, and mathematial tables, volume 55
de National Bureau of Standards Applied Mathematis Series. For sale
by the Superintendent of Douments, U.S. Government Printing Oe,
Washington, D.C., 1964.
[BGM71℄ Marel Berger, Paul Gauduhon et Edmond Mazet : Le spetre
d'une variété riemannienne. Leture Notes in Mathematis, Vol. 194.
Springer-Verlag, Berlin, 1971.
[BP02℄ David Borthwik et Peter Perry : Sattering poles for asymptoti-
ally hyperboli manifolds. Trans. Amer. Math. So., 354(3):12151231
(eletroni), 2002.
[CdV79℄ Yves Colin de Verdière : Spetre onjoint d'opérateurs pseudo-
diérentiels qui ommutent. I. Le as non intégrable. Duke Math. J.,
46(1):169182, 1979.
[Chr06℄ Tanya Christiansen : Shrödinger operators with omplex-valued po-
tentials and no resonanes. Duke Math. J., 133(2):313323, 2006.
[Chr08℄ Tanya Christiansen : Isophasal, isopolar, and isospetral Shrödinger
operators and elementary omplex analysis. Amer. J. Math., 130(1):49
58, 2008.
[FH91℄ William Fulton et Joe Harris : Representation theory, volume 129
de Graduate Texts in Mathematis. Springer-Verlag, New York, 1991.
A rst ourse, Readings in Mathematis.
[Gas80℄ M. G. Gasymov : Spetral analysis of a lass of seond-order nonselfad-
joint dierential operators. Funktsional. Anal. i Prilozhen., 14(1):1419,
96, 1980.
[GK71℄ I. C. Gohberg et M. G. Krejn : Introdution à la théorie des opé-
rateurs linéaires non auto-adjoints dans un espae hilbertien. Dunod,
Paris, 1971. Traduit du russe par Guy Roos, Monographies Universi-
taires de Mathématiques, No. 39.
[GU83℄ Vitor Guillemin et Alejandro Uribe : Spetral properties of a ertain
lass of omplex potentials. Trans. Amer. Math. So., 279(2):759771,
1983.
75
BIBLIOGRAPHIE
[Gui04℄ C. Guillarmou : Résonanes sur les variétés asymptotiquement hy-
perboliques. Thèse, Université de Nantes, http ://tel.sd.nrs.fr, 2004.
[Gui05a℄ Colin Guillarmou : Meromorphi properties of the resolvent on
asymptotially hyperboli manifolds. Duke Math. J., 129(1):137, 2005.
[Gui05b℄ ColinGuillarmou : Resonanes and sattering poles on asymptotially
hyperboli manifolds. Math. Res. Lett., 12(1):103119, 2005.
[GZ95a℄ Laurent Guillopé et Maiej Zworski : Polynomial bounds on the
number of resonanes for some omplete spaes of onstant negative
urvature near innity. Asymptoti Anal., 11(1):122, 1995.
[GZ95b℄ Laurent Guillopé et Maiej Zworski : Upper bounds on the num-
ber of resonanes for non-ompat Riemann surfaes. J. Funt. Anal.,
129(2):364389, 1995.
[GZ03℄ C. Robin Graham et Maiej Zworski : Sattering matrix in onformal
geometry. Invent. Math., 152(1):89118, 2003.
[JSB00℄ Mark S. Joshi et Antnio Sá Barreto : Inverse sattering on asymp-
totially hyperboli manifolds. Ata Math., 184(1):4186, 2000.
[Kat66℄ Tosio Kato : Perturbation theory for linear operators. Die Grundlehren
der mathematishen Wissenshaften, Band 132. Springer-Verlag New
York, In., New York, 1966.
[Mel93℄ Rihard B. Melrose : The Atiyah-Patodi-Singer index theorem, vo-
lume 4 de Researh Notes in Mathematis. A K Peters Ltd., Wellesley,
MA, 1993.
[Mel94℄ Rihard B.Melrose : Spetral and sattering theory for the Laplaian
on asymptotially Eulidian spaes. In Spetral and sattering theory
(Sanda, 1992), volume 161 de Leture Notes in Pure and Appl. Math.,
pages 85130. Dekker, New York, 1994.
[Mel95℄ Rihard B. Melrose : Geometri sattering theory. Stanford Letures.
Cambridge University Press, Cambridge, 1995.
[MM87℄ Rafe R. Mazzeo et Rihard B. Melrose : Meromorphi extension of
the resolvent on omplete spaes with asymptotially onstant negative
urvature. J. Funt. Anal., 75(2):260310, 1987.
[RS80℄ Mihael Reed et Barry Simon : Methods of modern mathematial phy-
sis. I. Aademi Press In. [Harourt Brae Jovanovih Publishers℄,
New York, seond édition, 1980. Funtional analysis.
[SB99℄ Antnio Sá Barreto : Lower bounds for the number of resonanes in
even-dimensional potential sattering. J. Funt. Anal., 169(1):314323,
1999.
[SBZ95℄ Antnio Sá Barreto et Maiej Zworski : Existene of resonanes in
three dimensions. Comm. Math. Phys., 173(2):401415, 1995.
[Ser71℄ Jean-Pierre Serre : Représentations linéaires des groupes nis. Her-
mann, Paris, 1971. Deuxième édition, refondue.
76
BIBLIOGRAPHIE
[Sim96℄ Barry Simon : Representations of nite and ompat groups, volume 10
de Graduate Studies in Mathematis. Amerian Mathematial Soiety,
Providene, RI, 1996.
[Str72℄ Robert S. Strihartz : A funtional alulus for ellipti pseudo-
dierential operators. Amer. J. Math., 94:711722, 1972.
[WZ00℄ Jared Wunsh et Maiej Zworski : Distribution of resonanes for
asymptotially Eulidean manifolds. J. Dierential Geom., 55(1):43
82, 2000.
[Yaf92℄ Dimitri R. Yafaev : Mathematial sattering theory, volume 105 de
Translations of Mathematial Monographs. Amerian Mathematial So-
iety, Providene, RI, 1992. General theory, Translated from the Russian
by J. R. Shulenberger.
77
Résumé : Dans ette thèse on onsidère le prolongement méromorphe ni de la
résolvante du laplaien libre sur une variété riemannienne onnexe non ompate
de dimension n supérieure ou égale à 2. Ses ples sont appelés résonanes. On
suppose que la variété possède ertaines symétries omme S
1
, (S1)m ou enore
SO(n). Ave ette hypothèse, on onstruit des potentiels V dits isorésonants 'est-
à-dire tels que ∆+V ait les mêmes résonanes que le laplaien libre ave les mêmes
multipliités. Au passage on est amené à estimer le bas du spetre du laplaien
agissant sur les fontions S
1
homogènes à support ompat. On montre également
que es potentiels isorésonants peuvent modier l'ordre des résonanes. Enn, les
résonanes sont parfois dénies omme ples de l'opérateur de diusion : on montre
que dans e adre on a aussi l'isorésonane de nos potentiels.
Mots lés : laplaien, résonanes, symétries, perturbation, diusion.
Summary : In this PhD thesis we onsider the nite meromorphi ontinuation
of the resolvent of the free Laplaian on omplete manifolds with dimension n ≥ 2.
The poles of this ontinuation are alled resonanes. We assume that the manifold
has some symmetries like S
1
, (S1)m or SO(n). With this ondition, we onstrut
potentials V whih are isoresonant i.e. suh that ∆+ V has the same resonanes
as the free Laplaian with the same multipliities. During this onstrution we
had to nd an estimate of the rst term of the spetrum of the Laplaian ating
on S
1
homogeneous funtions with ompat support. We also show that these
isoresonant potentials an hange the order of the resonanes. Finally, sometimes,
resonanes are dened as the poles of the sattering operator : we prove that in
this framework we also have the isoresonane of our potentials.
Key words : Laplaian, resonanes, symmetries, perturbation, sattering.
